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SUMMARY

The new scientific results achieved during my PhD studies between 2010-2013 were
summarized in my PhD thesis "Numerical and analytical investigation of boundary layer
problems of Newtonian and non-Newtonian fluids on flat surface” [1]. The public defense of
my thesis was on December 10, 2014, and | received my PhD degree summa cum laude on
January 30, 2015.

After obtaining the degree, | continued my scientific activities, now focusing on engineering
applications. At the beginning of my PhD studies, my supervisor and | formed a research group
of two, which has been continuously expanded over the years. First, Zoltan Csati, a mechanical
engineering student, joined our team in 2011, and in 2013 | travelled for the first time to the
University of Picardie Jules Verne in Amiens, France, where | met Professors Mohammed
Benlahsen of Physics and Guedda Mohammed of Mathematics, with whom | have been in
contact and conducting joint research ever since. As a young researcher with a PhD degree, |
have tried to actively contribute to the preparation and implementation of research proposals.

Since 2015, | have been involved in a number of national and international research projects
as a postdoctoral researcher. The results of these projects have been published in conferences
and journal articles.

My research topics are organized around two themes, one is the boundary layer flow of
nanofluids along a flat sheet and in a cylindrical tube. The other is the formation of surface
patterns, which play an important role in tribology.

In my habilitation booklet, I present some of the results of my work in these two areas, i.e.
some of my new scientific achievements since obtaining my PhD degree.

In addition, I was invited to participate in research projects at the University of Miskolc from
time to time (see details in the academic CV), and | was assigned shorter tasks as a participating
researcher and project implementer.

I took up my associate professorship in September 2019, and at the same time | was asked
by Dr. Zoltan Siménfalvi, Dean of the Faculty of Mechanical Engineering and Informatics, to
support the Faculty as a referee. So | have been the referent of the Istvan Salyi Doctoral School
of Mechanical Engineering Sciences.

Since 2020 1 am the topic writer and topic leader of the Doctoral School, currently I am
leading the work of 5 PhD students in the form of independent and co-supervisor topics. Of
these students, 3 will continue their studies in the dissertation phase after passing the complex
examination, with the first PhD degree expected in the spring semester of 2024.
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1 ELOSZO

A 2010-2013 kodzott végzett doktori tanulmanyaim alatt elért 4j tudomanyos eredményeket
a ,,Newtoni és nem-newtoni folyadékok hatéarréteg problémainak numerikus és analitikus
vizsgalata sikfellleten” cimii PhD értekezésemben foglaltam 0Ossze [1]. Disszertdciom
nyilvanos védése 2014. december 10-én volt, PhD oklevelemet summa cum laude mindsitéssel
2015. januar 30-4n vettem at. A fokozatszerzést kovetden folytattam a tudomanyos
tevekenységet immaron mar a gépészeti alkalmazasokra fokuszalva. Doktori tanulmanyaim
kezdetén témavezetdmmel két f0s kutatocsoportot alkottunk, amely az évek soran folyamatosan
boviilt. Elséként Csati Zoltan gépészmérndk hallgatd csatlakozott a csapatunkhoz 2011-ben,
2013-ban utaztam els6 alkalommal a franciaorszagi Amiens-be, az University of Picardie Jules
Verne egyetemre, ahol megismerkedtem Mohammed Benlahsen fizika és Guedda Mohammed
matematika professzorokkal, akikkel azota is tartjuk a kapcsolatot és kdzds Kkutatdsokat
folytatunk. Fokozattal rendelkez0 fiatal kutatéként igyekeztem aktivan kdzremiikodni kutatasi
palyazatok elokészitésében és megvaldsitdsaban.

Elsé ilyen pélyazat a TET 14 FR-1-2015-0004-AUTO-organization of Nanostructures in
Surfaces - AUTONAS, Universite de Picardie Jules Verne - University of Miskolc volt 2015-
2016 kozott, amely keretén beliil feliilleten onszervez6dé modon kialakuld nanostruktarak
tulajdonségait vizsgaltuk. Ez kovette a TET 16-1-2016-0164 - Tribological modelling and
experiment tests in development of advanced nanocomposite materials - University of Belgrade
- University of Miskolc projekt 2017-2019 kozott, amelyben szintén fiatal kutatoként segitettem
a kutatocsoport munkajat. Ebben a projektben ismerkedtem meg a Belgradi Egyetem
Geépeszmernoki Karanak professzoraval, Aleksandar Vencl-lel és a Kragujevaci Egyetem
Gepészmérnoki Karanak professzoraval, Blaza Stojanovic-csel. A projektet sikeresen zartuk,
csapatunk tobb kozos cikket publikalt az elért eredményekbdl. Ezt kvetden mar ismét boviilt
a kutatocsoportunk, a szerb egylittmiikddés sordn Szavai Szabolcs és Szabd Ferenc Janos
kollégék is csatlakoztak hozzank. Az egyiittmiikodés folytatasat az ,,Utburkolé téglak gyartasa
ujrahasznositott milanyag és pernye felhasznalasaval a korforgasos gazdasag és a fenntarthatd
fejlodés elveinek megfelelden” 2023-1.2.4-TET-2023-00109 palyazat keretén beliil tervezziik,
ahol magyar részrdl mar projektvezetoként veszek részt a megvalositasban.

Kutatasunkat a francia kollégakkal is folytattuk, masodik sikeres palyazatunk a 2018-2.1.13-
TET-FR-2018-00014 - Analytical and Numerical Investigations for the Wrinkling of Graphene
on Nanoparticles - Universite de Picardie Jules Verne - University of Miskolc cimii kétoldala
egylittmiikodés volt, melyet 2021-ben zartunk, azonban a kutatds folytatodik. Az palyazat
keretében vizsgalt grafén reddk gyiirédéséhez fizikai mintdt Amiens-ben tudtak eldéllitani a
Fizika Intézet laboratériumaban, melyeket rendelkezésiinkre  bocsatottak  és
elektromikroszkopos vizsgalatot végezhettiink a mintdkon a Miskolci Egyetemen. Id6kdzben
megismerkedtiink Jonathan C. Borg professzor trral a Maltai Egyetemr6l, akivel Erasmus
egyiittmiikddést alakitottunk ki és két alkalommal a program keretében meg is latogattuk 6t
Maltan. Jonathan C. Borg professzor termékfejlesztessel foglalkozik, ahol szintén fontos kérdés
a feluleti mintdzatok, bevonatok vizsgalata. A Maltai Egyetemen is foglalkoznak grafén rétegek
eléallitasaval és a kialakulo red6k/mintazatok szabalyozhatosagaval, itt volt meg a kdzds pont
az egylittmiikodés elkezdéséhez.
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Mindemellett a Miskolci Egyetemen folyo6 kutatasi projektekbe is kaptam meghivast idérol
idére (lasd részletezve a tudomanyos Onéletrajzban), hosszabb rovidebb feladatokkal biztak
meg résztvevo kutatoként és projekt megvalositoként. 2019 szeptemberében vettem at a docensi
kinevezésem ¢€s ezzel egy idoben kért fel Dr. Siménfalvi Zoltan dékan Ur, hogy tdmogassam a
Gépészmérndki és Informatikai Kar mitkodését referensként. Ekkor lettem a Salyi Istvan
Gépészeti Tudomanyok Doktori Iskola referense, amely a gépészeti tudomanyok tudomanyag
mivelésében erdsitett meg. 2020-t61 vagyok a Doktori Iskola témakiirdja €s témavezetdje,
jelenleg 5 f6 doktornadusz munkajat vezetem 6nallé s tarstémavezetés formajaban. Az emlitett
hallgatok ko6zol 3 f6 sikeres komplex vizsgat kdvetden a disszertacids szakaszban folytatja
tanulmanyait, az elsd fokozatszerzés 2024 tavaszi félévében varhato.

A fokozatszerzésem oOta eltelt években az alabbi gépészeti terlileteken végeztem tudomanyos
kutatasi feladatokat:

- alap- és nanofolyadékok aramlasa: [P2.1-P2.11]
o Vizsgalt geometriak:
» sikfeliilet (vizszintes és fliggbleges iranyban), [P2.1-P2.3]
= egyenes cs6, [P2.10]
*  hullamos csé, [P2.11]
o alkalmazott peremfeltételek:

= atereszto feliilet, [P2.5]

mozgo felulet, [P2.4]
nyulo felilet, [P2.5]

konstans falhdmérséklet, [P2.6]

valtoz6 falhémérséklet, [P2.7]
o mono és hibrid nanofolyadékok:
= feémes nanorészecskék: [P2.2]
e magnesezheté (MHD (Magnetohydrodynamics) aramlas), [P2.9]
e nem magnesezhetd, [P2.10]
= nem fémes nanorészecskék, [P2.
o Vizsgélati médszerek:
= analitikus, [P2.8]
= numerikus (Matlab és Maple kédok), [P2.9]
= CFD (Computational Fluid Dynamics). [P2.10], [P2.11]
- fellletnévekedési modellek: [P3.1 - P3.5]
o Kardar—Parisi-Zhang (KPZ) egyenlet, [P3.2], [P3.5]



Dr. Hricz6 Krisztian 5 Habilitacios tézisfuzet

o Kuramoto-Sivashinsky (KS) egyenlet, [P3.1]
o ,,Conserved” Kuramoto—Sivashinsky (CKS) egyenlet, [P3.3]
o Vizsgalati modszerek:
= analitikus, [P3.2]
= numerikus (sajat kod, Matlab illetve Maple kodok). [P3.1]

A felsorolt kutatasi témakbol jelen tézisfuzetben két olyan terlletet emelek ki, amelyek nem
kapcsolodnak kozvetlenil a tudoményos vezetésem alatt allé doktoranduszok kutatdsédhoz. Az
egyik terllet a doktori értekezésemben végzett kutatasok folytatdsaként a nanofolyadékok
hatarrateg aramlasanak témakorét foglalja 0ssze, a masik teriilet pedig dontéen a nemzetkozi
egytttmiikodések keretében vizsgalt feltletndvekedési modellek vizsgalatdhoz kapcsolodik.
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2 NANOFOLYADEKOK HATARRETEG ARAMLASA

2.1 Bevezetés

Az aramlastan koztudottan egy olyan tudomanyterilet, ahol a térben és idében lejatsz6do
folytonos természeti jelenségeket parcidlis differencialegyenletekkel (PDE) tudjuk adekvat
maodon leirni. Ennek a diszciplinanak egyik igen fontos aga a hatarrétegekben lejatszodo fizikai
folyamatokkal foglalkozik.

Ludwig Prandtl volt ezen tudomanyterilet Gttoréje, aki a huszadik szazad elején skéalazasi
modszerrel bebizonyitotta, hogy a kétdimenziés Navier-Stokes egyenletek tagjainak
hozzavetéleg fele elhagyhatd a hatarrétegekben lejatsz6dd aramlasi jelenségek vizsgalata
eseten [2]. Blasius 1908-as dolgozataban [3] megadta az 6sszenyomhatatlan stacioner
kétdimenzios hatarrétegben valo aramlas profiljat. A hatarrétegekben lejatszodd fizikai
folyamatokat Schlichting mara mar klasszikussa valt tankdnyvébdél barki részletekbe menéen
elsajatithatja [4].

A hatérréteg aramlas terllete azdta is népszeri a kutatok korében, kiillonb6z6 viszkdzus
folyadekok esetén veégeznek vizsgalatokat. Kezdetben, homogén folyadékokat vizsgaltak, mint
a viz, vagy kiilonbozé olajok, illetve megfigyelhetd a jelenség folyékony miianyagok és
olvasztott Uveg esetén is. Néhany esetben az 6mlesztett szemcses anyagok mozgasa, mint pl. a
homok kiilonb6z6 frakcidi (nano mérettdl a 4-5 mm frakcidju ,,vakold” homokig), vagy éppen
az Omlesztett formaban tarolt termények (pl. buza, rozs) mozgasa is modellezhetd
hatvanytorvény szerinti folyadék modellel, ahol szintén megfigyelhet6 a hatarréteg kialakulasa
az aramlas soran.

A 20. szazad masodik felében a klasszikus értelemben vett folyadékok mar nem tudtak
Kielégiteni az ipari alkalmazasokban keletkezett elvarasokat, igy a folyadékok specializalasaval
folytatodott ezen tudomanyteriilet fejlodése. Adalék anyagok hozziadasaval kivantak stabil
szuszpenzidkat létrehozni, amely elegyek folyadékként viselkednek tovabbra is, azonban a
viszkozitasuk, ezaltal a mozgésuk, vagy a hotarolod és héatado képességiik kedvezdbb, mint az
alap folyadékeé.

A szuszpenzidkat, amelyek valamilyen fémes vagy nem fémes, 100 nm-nél kisebb méretti
nanorészecskék alapfolyadékban (pl. viz, etilén glikol, természetes vagy mesterséges olajok)
torténd elnyeltetésével keletkeznek, azokat nanofolyadéknak nevezziik. Gyakran hasznalt nem
fémes nanorészecske a szilicium-oxid, vagy a karbon nanocsd, melybdl méret és alak alapjan
megkulonboztetnek tobb tipust. Fémes részecskek kozil a fémoxidok hasznélata az elterjed,
ahol a két focsoportot a nem magnesezhetd részecskék és a magnesezhetd részecskék alkotjak.
Tipikusan el6fordulé nem magnesezheté fémes részecskék az aluminium-, réz-, titdn- és cink-
oxid. Magnesezhet6 részecskék a kiilonb6z6 vas-oxidok.

Nanofolyadékok eldallitasa soran az alapfolyadékhoz O - 4 térfogat % mennyiségben adnak
hozza nanorészecskét. Elméletben lehetne magasabb térfogat szdzalékos elegyeket is
Iétrehozni, azonban a gyakorlati alkalmazasok (kisérleti mérések) azt mutatjak, hogy mar
jelentdsen nem javul a folyadék fizikai tulajdonsaga, illetve kezdi elvesziteni a folyadék
tulajdonséagot a nagyobb koncentréacidju keverék és mar szinte szilard testként funkcional. Itt
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szlikséges megjegyezni azt is, hogy ha egy alapfolyadékhoz egy féle nanoszemcsét adagolunk,
akkor mono-nanofolyadékot hozunk Iétre, két vagy tobb féle nanorészecske egyideji
hozzdadasaval hibrid-nanofolyadek keletkezik. Kutatdsaink soran mindkét esettel
foglalkozunk, azonban homogén kozeget feltételezve, egyfazisi aramlasokkal dolgozunk
modelljeinkben.

Kiemelt figyelmet forditunk a magnesezhetd részecskéket tartalmazd nanofolyadékokra,
melyeket mas néven ferrofolyadéknak (ferrofluid-nak) nevezink. A ferrofolyadékokat az a
tulajdonsaguk teszi kiilénlegessé, hogy egyszerre képesek folyadékként és magneses anyagként
i1s viselkedni, amelyet az ipar szamos teriiltén hasznositanak, gy, mint jarmiivek vagy
elektronikai eszk6zok hiitése, atomrekatorok iizemeltetés, hocserélok alkalmazasa. A
magnesezhetd nanofolyadékok nagyon hasznosak a rakos megbetegedések kezelésénél,
sebkezelésnél vagy az MRI felvételek keszitésénél, stb [5].

2.2 Szakirodalom kritikai elemzése

A fenti folyamatok jelenkori, aktualis tudomanyos és mérnoki alkalmazasait Hori [6]
konyvébol ismerhetjik meg. A monogréfiajaban sajat kutatdsai alapjan a hidrodinamikai kenés
szamos fontos alkalmazési terlletét mutatja be részletesen. llyenek példaul az olajkorbacs
(forgo tengelyek stabilitasa), a magnesszalagos tarolokkal kapcsolatos féliacsapagyak, a merev
feliiletek ¢és viszkoelasztikus feliiletek kozotti szoritéfilm, a csapagyak homérséklet-
emelkedesének elméleti és kisérleti elemzései, a turbulens ken6filmek vizsgélata a k-epszilon
modell segitségével.

Az elmult évtizedek soran szdmos kutatd foglalkozott a hatarrétegeket leir6 PDE-k (PDE
rendszerek) megoldasaval kiilonb6z6 kezdeti és peremfeltételek mellett. A tovabbiakban a
teljesség igénye nélkil kutatasaim szempontjabdl relevans dolgozatokat emlitem meg. Libby
és Fox [7] perturbacios mddszerek alkalmazéasaval allitotta el6 megoldasait, mig Ma és Hui [8]
onhasonlé megoldasokat mutatott be a hatarrétegekre vonatkozdan.

A kilencvenes években Burde [9 - 11] publikalt kilonb6zé analitikus megoldasokat a
témaban. Weidman [12] tovabbi megoldasokat kozdl cikkében hatarrétegekre keresztiranyu
aramlasban. Ludlow és munkatéarsai [13] szintén a hasonldsagi modszer alkalmazasaval
szarmaztattak megoldasaikat.

Stacionarius nem-newtoni hatarrétegeket Bognar [14] vizsgalt és adott meg hasonlosagi
megoldasokat. A kesébbiek soran pedig altalanositotta a megoldasait a stacioner hévezetési
mechanizmust is figyelembe véve [15 - 17]. A Sedov Altal bevezetett 6nhasonlé Ansatz-ot
(prébafliggvenyt) [18] alkalmazzak szdmos esetben a kezdeti nemlineéris csatolt PDE rendszer
egy nemlinearis csatolt kozonséges differencialegyenlet (KDE) rendszerre torténd
transzformalasdhoz. A modszer alkalmazasat az teszi indokoltta, hogy a nemlineéris
jelenségeket leir6 PDE-k megoldasanak nincs altalanos, egzaktul kidolgozott matematikai
elmélete, azaz nem létezik altalanos megoldasi modszer. Az ilyen modon szarmaztatott KDE
rendszert altaldban kvadratiraval lehet megoldani, ezéltal analitikus eredményeket
meghatarozni a sebességre, a hémérsékletre, illetve a nyomadsra, mint eredeti dinamikus
valtozokra.
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Masik megoldasi lehet6ség a numerikus megkozelités, ahol kiilonb6z6 algoritmusok
alkalmazasaval allitanak el kozelité megoldasokat, olyan esetben, amikor nem lehetséges az
analitikus megoldas. Illetve a szamitogépes aramlastani (Computational fluid dynamics (CFD))
szimul&ciok és laboratériumi mérések a hatarréteg valtozasok elemzeseére.

Yang és munkatarsai [19] kisérleteket végeztek vizalapl grafitszemcsés nanofolyadék
laminaris aramlasaval kapcsolatban, és megfigyelték a konvektiv hoatadas javulasat. A
kiilonb6z6 nanofolyadékok koziil az A1203-alapu, vizbéazist nanofolyadékok killéndsen fontos
szerepet jatszanak a napkollektorokban torténé alkalmazasban [20]. Mahian és munkatarsai
[21] megéllapitottak, hogy a vizsgalt nanorészecskék kozul az AlI203 mutatja a legmagasabb
hdatadasi egyiitthatot megeldzve a Cu, Si02 és TiO2 -ot.

Kanti és munkatarsai [22 - 24] pernye-viz illetve pernye:Cu - viz mono és hibrid
nanofolyadékok turbulens aramlasat vizsgaltak numerikus és kiserleti uton, ahol a 2 térfogat %
koncentracioju elegy mutatta a fizikai paraméterek legnagyobb hatékonysagnovekedését.

Szamos kutatdsban foglalkoznak a magneto-hidrodinamikus (MHD) &ramléasok
vizsgélataval, amikor egy H kiilsé magneses tér hatisa ald helyezik a magnesezhetd
szuszpenziokat. Ekkor az anyagban lev6 dipdlusok és vonalaramok indukalnak egy M
magnesezettseget. Az ilyen kozegben kialakul6 MHD &ramlési feladatokat szdmos esetben
vizsgaltak végtelennek tekintett sikfeltlet mentén ([25] — [31]).

PhD fokozatszerzésem (2015) ota eltelt iddszakban a fent emlitett cikkekre €s konyvekre
alapozva folytattam kutatasaimat. Els6ként ferrofolyadék magneses térben torténé laminaris
aramlasa témakorében értem el nemzetkozileg elismert eredményeket, melyet a fliggetlen
hivatkozasok igazolnak. Az alabbiakban réviden ismertetem ezt és tovabbi nanofolyadékok
hatarréteg aramlasaban elért, nemzetkdzi folydiratokban publikalt eredményeim.
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2.3 Ferrofolyadék siklap folotti &ramlasanak vizsgélata

Egy 0sszenyomhatatlan, viszkdzus és elektromosan nem vezetd, ferromagneses folyadék
kétdimenzios allanddsult aramlasat tekintjuk vizszintes siklap mentén az 1. abran lathato
elhelyezéssel.

—» u=u,., =T,

\5 — H=H,+H,

U=y, T=Ty,

i

Y

1. dbra Magneses mezdbe helyezett siklappal parhuzamos aramlas

A feltételezéslink szerint az alkalmazott magneses dipolusok egyenld tavolsigra
helyezkednek el a vezetd ¢ltél. A két elektromos vezetd szal az aramlasi irdnyra merdlegesen
helyezkedik el, és az altaluk keltett magneses mez0 az aramlés sikjabol kifelé iranyitott.

A ferro-hidrodinamikai kolcsonhatasokban nélkiilozhetetlen a térben valtozo mezdk 1étezése
[32], az alabbiakban a kdvetkezo feltevéseket tessziik:

(i) a folyadékelem méagnesezésének iranya mindig a helyi méagneses tér iranyaba mutat,
(i1) a folyadék elektromosan nem vezetd €s
(iii) az elmozdulasi aram elhanyagolhato.

Az alkalmazott magneses teret a H = —V¢ egyenlettel, azaz a magneses skalar potencial
negativ gradienseként vezetjik be, ahol a ¢ figgvény az aldbbi formulaval fejezhet6 ki:

_ Iy 4 yta _1y—a)
d(x,y) = Zn(tan —+tanTt——),

ahol I, az egy hosszegységre juto dipolus momentum és a az elektromos vezetd szalak vezetd
¢1té] mért tavolsaga.
A hatarrétegben, kozel a falhoz, azonban jelentGsen tavol a vezetészaltol (tehat ha x >> a)

a szamitasokat kovetden az alabbi formaba irhatd a magneses mez6 x szerinti derivaltja
Ip 1

[VH]x=—n;, 1)
amelyet modellinkben alkalmazunk.
Egy kétdimenzids, 6sszenyomhatatlan aramlas hatarréteg egyenletei a folytonossagi, mozgasi
és energia egyenleteken alapulnak.
Vizsgalataink az alabbi négy alapfeltevés esetén érvényesek:
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(1) az alkalmazott mez0 elég er0s ahhoz, hogy a hatarrétegben mindeniitt telitetté tegye a
ferrofolyadékot,

(i1)) a folyadékra hatd szélséséges homérsékleteken beliil a homérséklettdl fiiggd M
magnesezettseg valtozasat az M = K(T, — T) lineéris egyenlettel kozelithetjik, ahol K a
piromagneses egyiitthato és T, a Curie-hdmérséklet [33]

(ii1) az indukalt magnesezésbdl adodo indukalt mezdt elhanyagoljuk, igy a hidrodinamikai és
elektromagneses egyenletek szétvalaszthatok,

(iv) a modellben az alkalmazott hdmérsékleti tartomanyban a ¢ termikus hdokapacitas, a k
hdvezetd képesség €s a v viszkozitasi egyiitthato fiiggetlen a hdmérséklettdl.

A vizsgalt aramlas az alabbi egyenletekkel irhatd le:
Ju

ax 6y =0 (2)
u 0w lokok p gy 1 0%
uax+vay— - (Te =T +vy (3)
aT aT 2T
g =45 ®

ahol az x és y a sikkal parhuzamos és arra meréleges koordinatatengelyek, u és v az x és y
irdnyu sebesség komponensek, u, a kinematikus viszkozitas, tovabba p jeloli a kornyezé
folyadék stirliségét, amit allandonak tekintiink.

A (2)-(4) egyenletrendszerhez a felvett modell szerint az al&bbi peremfeltételek jarulnak:

e asiklap mentén (y = 0):

u(x,0) =0,v(x,0) =0,T(x,0) =T, (5)
ahol T,, = T, — Ax™*1 (A és m konstans), és

e tavol a siklaptol (y — o0):

u(x%,y) = Ueo, T(x,y) = Too (6)
ha y tavol van a hatarrétegtol (y — o), itt a T, = T, €S Uy, = Ugpx™, U, =konstans a kiilsé
aramlasi sebesseg, melyet allandonak feltételeziink vizsgalatunk soran.

Az m paraméter a hatvanykitevoben szerepel. Az m = 0 paraméter érték utal a lineéris
hémérséklet profilra és a konstans aramlasi sebességre. Abban az esetben, ha m =1 a
homérséklet négyzetes és a sebesség linearis valtozasu. Az m = —1 érték kifejezi, hogy nincs
hémérsékletvaltozas a feliileten.

Bevezetjuk a y aramfliggvényt az u = dy / dy és v = —dy / dy formulaval, amellyel a (2)
folytonossagi egyenlet automatikusan teljesil. A (3)-(4) egyenletekbe behelyettesitve az
aramfuggveényt az alabbiak adodnak:

Wt _woy | 0 ek g
dy dyx  Ox 0y2 ay3 p (TC D, )
0y oT 9P aT| _ i
[ay ox dx 6y] (8)

A peremfeltetelek a kovetkez6 formaban adhatéak meg az aramfuggvényre vonatkozoan:
Py (x,0) =0, Pr(x,0) =0, T(x,0) = T, — Ax™*1, 9)

Yy (x,y) = Upx™, T(x,y) =T, a8y — o0, (10)
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lgy két egyvaltozos fluggvényre két parcialis differencialegyenletet kaptunk. A (7)-(10)
peremérték feladat lehetévé teszi, hogy a ¥ és T megoldasainak egy specialis valtozatat, az Un.
hasonlosagi megoldasait hatarozzuk meg az alabbi formaban [27]:

Y(x,y) = CxPf (),
T =T, + Ax™*0(n),
n = Cx%y

(11)

ahol b és d kielégiti a b + d = m skélazasi feltételt, tovabba a C; és C, egyltthatokraigaza C; / C, =
v osszefiiggést. Valos szdmok esetén b —d = 1 és C,C, = Uy, igy

_m+1 m-—1 Uy

b=——, d=——, =W, G= [

Alkalmazva a (11) hasonldsagi transzformaciét a (7)-(10) peremérték feladatra az eredeti
parcidlis differencialegyenlet-rendszeriinket visszavezetjiik a kovetkezo, csatolt, nemlinearis
kozonséges differencialegyenlet-rendszer peremérték feladatara:

" —mf?+ I ff = BO = 0 (12)
0"+ (m+1)Pr(5£6'—0f')=0 (13)
f(0) =0,f'(0) =0,6(0) =1 (14)
ffM) =1,0(m) =0asn > (15)

ahol Pr = cv / k aPrandtl szam és B = IouoKA / mpUZ2 a ferromagneses paraméter.

A megoldasokbdl kifejezhetéek a ¥ = (u, v, 0) dimenzidmentes sebességkomponensei:
u="Uxx"f"(n),

m-—1
v=—Vlax 2 (= f0)+7=f tn)-

Tovabbaaz £ (0) ellenallas-tényezdvel és O'(0) hdatadasi egyiitthatdval kifejezhetd a feliilet
menti nyirasi fesziiltség és hoatvitel.

Ismereteink szerint az m = 0 esethez tartozo kapcsolt hatarréteg egyenleteket elsoként
Neuringer vizsgalta [33].

Megjegyezzilk, hogy ha m = 0 és g = 0, akkor a (12) egyenlet megegyezik a jol ismert

Blasius egyenlettel

f"+3ff =0, (16)

amely a newtoni folyadékok laminaris hatérréteg feladatainak vizsgalatanal fordul el6 [31].

A magneses térbe helyezett magnesezhet6 nanofolyadék héatadasi dinamikajat numerikusan
vizsgaljuk matematikai megkozelitésben, ahol a folyadék elektromosan nem vezetd és a
megoldasokkereséséhez feltételeztilk az x >> a geometriai feltétel érvényességét.

Szadmos numerikus modszer ismert olyan erdsen nemlinearis peremérték feladatok
megoldasara, mint a (12)-(15) feladat. Egyik ilyen eljards az un. HDM (higher derivative
method, azaz ,,magasabb rendii derivaltak moddszere”), melynek elve az A-stabil Implicit
Runge-Kutta mddszerek stabilitasi fliggvényébdl szarmazik. A metédust Chen és szerzdtarsai
implementaltdk Maple-ben, majd ezt nyilt forraskoduként kozzétették [34]. A (12)-(15)
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peremérték feladat numerikus megoldasainak meghatarozasara ennek maodositasat
alkalmaztam.

A (12)-(13) csatolt, harmadrendii kozonséges differencialegyenlet-rendszert elsérendii
differencialegyenlet-rendszerré atirva adtam meg a programkodban, majd beéllitva a
peremfeltételeket és paraméter értékeket futtattam a programot és elemeztik a kapott
numerikus megoldasokat.

0,87

0,67

0,24

1. abra A hatarréteg sebeségeloszlasanak valtozasa B hatasara
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3. dbra A hatarréteg hémérsékleteloszlasanak valtozasa Pr hatasara
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0,84

0,61

B=0,0.2,04

0,4

0,24

5. dbra A hatarréteg hémérsékleteloszlasanak valtozasa 3 hatasara
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2.4 Nanofolyadék &ramlasdnak vizsgélata siklapon

Tekintsik egy vizalapd mono nanofolyadék kétdimenzids hatarréteg aramléasat egy
folyamatosan mozgo sikfeliileten, harom kiilonboz6 tipust nanorészecske alkalmazasa esetén.
A részecskék termofizikai tulajdonsagait az 1. tablazat tartalmazza [35]. Feltételezzik, hogy a
nanofolyadék dsszenyomhatatlan, az aramlas laminaris, illetve a viszkdzus disszipacio és a
sugarzas hatasai elhanyagolhatdk.

1. tdblazat A Fe30q, TiO,, AlLO3 részecskek és a viz termofizikai tulajdonsagai

Paraméter Fe304 TiO2 Al2O3 H20
plkg/m3] 5180 4250 3970 997.1
CplJ/kg.K] 670 686.2 765 4179
k[W/m.K] 9.7 8.9538 40 0.613
u[Pa.s] - - - 0.001

A derékszogii koordinatarendszerben a x -tengely az aramlas iranyba névekszik, mig a y -
tengely merdleges az aramlési fellletre. A hatarréteg a T,, hdmérsékletii, mozgo siklap fellletén
alakul ki, a hatarréteg feletti allandosult aramlasban a folyadék T,, hémérsékletti.

Esetlinkben T,,.< T,,. Az u és v sebességkomponensek az x és y tengelyek irdnyaba mutatnak,
tny @ nanofolyadék dinamikus viszkozitast jeloli, p,r a stirliségét, a,r a hédiffuzios
képességét.

A hagyomanyos hatarréteg-elméletben szamos feltételezés sziiletett: az mozgas és a termikus
hatarréteg nagyon vékony az aramlas hosszskalajahoz képest, és a felllet mozgasanak
irdnyaban ndvekszik, a fallal parhuzamos u komponens sokkal nagyobb, mint a falra meréleges
v komponens, a sebességkomponensek derivaltjai a fal mentén nagyok [36]. A mozgo skilap
héatadasa nincs hatassal a termikus hatarrétegen kivili es6 folyadekaramra. Ezen feltételezések
mellet az aramlast leiro egyenletrendszer a folytonossagi, mozgas és energia egyenletbdl all,
melyek a kovetkezoek:

u v
wT5=0 (16)

ou  0u_ iy 0%u

Uox vay " pny 0y?’ 17)
oT aT 9T
ua+v$—anfa—y2. (18)

Az U jel6l egy allandd sebesség nagysagot. A szilard felilet tapadas és csuszasmentes,
tovabba egyik esetben u(x,0) = 0 és lim u(x,y) = U, mig masik esetben az u(x,0) = U és
y—)OO

lim u(x,y) = 0.
y—)OO
Azaz Blasius-féle aramlas esetén a peremfeltételek:

u(x,0) =0, v(x,0) =0, T(x,0)=T,,
limu(x,y) =U, limT(x,y) =Ty (19)
y—00 y—00

Mig Sakiadis-féle aramlasnél a peremfeltételek:
u(x,0) =U, v(x,0) =0, T(x,0)=T,,
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limu(x,y) =0, limT(x,y) =Ty, (20)
y—)OO y—)OO

A (19) és (20) peremfeltételekben kiillonbozik a kétféle &ramlés, minden egyéb komponensben
megegyezik.

A nanorészecskék térfogat aranya nagyban befolyasolja a nanofolyadék termofizikai
tulajdonsagait, ezért az alabbi 0sszefliggéseket alkalmazzuk ennek figyelembevételére.

A nanofolyadék striiségét a

pnr =1 = P)pp + Ppyp, (21)

itt p, és p, jeloli az alapfolyadék és alkalmazott nanorészecske siiriségét, ¢ pedig a

nanorészecske térfogataranyat.
A nanofolyadék viszkozitasa az alabbi formulaval szamitodik

u
Hnf = g (22)

ahol y,, az alapfolyadék viszkozitésa.
A nanofolyadék hdkapacitasa is aranyos a részecske térfogataranyaval, melyre az aldbbi
Osszefliggest alkalmazzuk:

PCnr = d(PCp)p + (1 = P)(PCp)p; (23)
itt (pCy),, arészecske és a (pC,), az alapfolyadék hokapacitasa.

A nanofolyadék hévezetd képessége is koncentracio fiiggo:

kp+2kp—2¢(kp—kp)
kp+2kp+¢(kp—kp)’

knf = kb (24)

ahol k, az alapfolyadék hdvezetd képessége, k,, pedig a részecskék hovezetd képessége.
Bevezetve a y aramfuggvényt au = 0/ dy, v = — 0oy / dx jol ismert formaban, a (16)
folytonossagi egyenlet automatikusan teljesiil.
A hasonlosagi transzforméacidhoz szikséges definialni a hasonlosagi valtozot az alabbi
forméban:

1= (o) @

mellyel az alabbi modon fejezhetd ki az aramfiiggvény és a dimenzidmentes hdmérséklet:

T—Teo
Tw—Too'

= (Uvnyx) F ), 6Gp) = (26)

ahol v, r = % a nanofolyadék kinematikus viszkozitasat jeldli.
nf

Behelyettesitve a (25) hasonldsagi valtozot es (26) fuggvényeket a (17) mozgas, illetve (18)
energia egyenletbe, az eredeti PDE rendszert visszavezetjik KDE rendszerre. A f és 0
kovetkezoképpen

ﬂm 1) l ) —
2Ly ff =0, (27)

”n 1 )
aan—ZQ +-f0" =0, (28)
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az egyenletekben a derivéaltak n szerinti derivalast jelentenek.

A peremfeltételeken is elveégezve a hasonldsagi transzforméciét az alabbi dimenziomentes
feltételek adodnak.

Blasius-féle feladat esetén:

f(0) =0, f'(0) =0, ,!,il?of,(n) =1, (29)
0(0) =1, Limf(n) = 0. (30)
Sakiadis-féle feladat esetén:
f(0)=0, f(0) =1, éijgof'(n) =0, (D
0(0) =1, Limf(n) = 0. (32)

Fontos megjegyezni, hogy a dimenzios sebesseg komponensek az f hasonldsagi fliggvénnyel
adhatok meg:

u(x,y) = Uf'(n), (33)
v(x,y) = v ) Mf'(m - fml (34)

1
ahol v*(x) = U Re, 2 , valamint az Re, lokalis Reynolds-szam meghatarozhasa:
2
Re, = U x/ vyy.
A dimenzids hdmérsékletet a kovetkezOképpen kapjuk meg:

T(x,y) =T + (Ty, — Teo)O (). (35)
A (27)-(28) KDE rendszert a MATLAB bvp4c algoritmusaval oldottam meg, az igy eldallitott
hasonlosagi  megoldasokat  Gsszevetettem  kutatétarsam CFD  eredmenyeivel. Az

osszehasonlitasbdl szarmazé eredményeket a 2.5 Osszefoglalas alfejezetben ismertetem.
Mérnoki szemponthdl a C; jel6lt feluleti sirlodasi egyUtthaté és az Nu, lokalis Nusselt-szam
érdekes, ezeket részletesen elemzem a megoldasokbol. El6szor is megadjuk a fal
nyirofesziltségét (z,,) és a héaramat (q,,):

ou oT
Ty = .unf (@)y:O: qw = _knf (_) _ (36)
A sUrldodasi egyutthato (Cr) és a lokalis Nusselt-szam (Nu, ) a kovetkezo:

_  Tw _ X qw
Cf - pp U2’ Nux - knf(Tw_Tnf)' (37)

Behelyettesitve (37)-be a (25) és (26) képletekkel definialt hasonlosagi valtozot és
hasonlosagi fiiggvényeket a kovetkezé dimenzidmentes formaban fejezhetdek ki:

Rey/*Cp = —— f"(0), Re;"*Nu=-"Lg'(0), 9
b

amors

Ux . ,
ahol Re,, = p”ﬂf— a helyi Reynolds-szam.
nf
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2. tablazat. Re;/ 2 Cr valtozasa ¢ koncentracioval (Blasius feladat)

Al203 TiO2 Fe304 |
¢ |hasonlosag| CFD |hasonlosag| CFD |hasonlosag| CFD
0,0 | 033205 |0,30949 | 0,33205 | 0,30949 | 0,33205 | 0,30949
0,01| 0,34123 |0,32017 | 0,34169 | 0,32090 | 0,34323 | 0,32501
0,02| 0,35055 |0,32937 | 0,35148 | 0,33196 | 0,35454 | 0,34025
0,03| 0,36004 |0,33895| 0,36061 | 0,34271 | 0,36600 | 0,35532
0,04| 0,36969 |0,34839 | 037154 | 0,35341 | 0,37762 | 0,37028

3. tablazat. Re, Y2 Nu valtozésa a ¢ koncentracioval (Sakiadis feladat)

A1203 TiO2 Fe304 |
¢ |hasonlésag| CFD |hasonlésag| CFD |hasonlésag| CFD

0 1,36704 |1,58199| 1,36704 |1,58199| 1,36704 |1,58199

0,01| 1,38267 |1,60408| 1,37974 |1,60056| 1,38043 |1,60221

0,02| 1,39833 |1,62624| 1,39426 |1,61913| 1,39387 |1,62240

0,03| 1,41401 |1,64942| 1,40520 |1,63766| 1,40737 |1,64264

0,04| 1,42975 |1,67068| 1,41798 |1,65624| 1,42093 |1,66293

1 !
= )
08| /./'/ """"" Tio2 |-
07| o d e |
06 7 - e s
;§ 05l /{/ _/.‘{_'..,-"“/“::W |
04 L5 -
03 .
02} .
01 .

0 \ \ \ \ | \

0 1 2 3 g 4 5 6

6. abra A sebességeloszlas valtozasa kiillonb6z6 nanorészecskek esetén (Blasius feladat)
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—AJ203
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7. &bra A sebességeloszlas valtozasa kiilonb6z6 nanorészecskék esetén (Sakiadis feladat)

2.5 Osszefoglalas

Fokozatszerzésemet kovetden kezdtem el a nanofolyadékok hatarréteg feladatainak
vizsgélataval foglalkozni, mely teriilet a széleskor(i miiszaki alkalmazhatosaga miatt keltette fel
érdeklédésem. A témateriileten elért (ij eredményeket az alabbi alfejezetekben 6sszegzem.

2.5.1 Ferrofolyadék &ramlasénak vizsgélata soran elért Gj eredmények

A (2)-(4) PDE rendszerrel modellezett ferrofolyadék hideg siklap folotti 4llandosult aramléasa
soran kialakuld hatarréteg jelenséget vizsgaltam térben valtozd magneses tér jelenlétében. A
vizsgalat kiterjedt a hatarrétegben bekovetkezd sebesség és homérseklet eloszlas
meghatarozasara. A hasonlosagi transzformacio alkalmazasaval a PDE rendszer peremérték
feladatot visszavezettem KDE rendszer peremerték feladatara. A (12)-(14) KDE rendszerrel
felirt peremérték feladatot numerikusan oldottam meg a magasabb derivaltam maddszerével
Maple szoftver felhasznalasaval, vizsgalva a paraméterek megoldasra gyakorolt hatasat.

A modell meghat&roz6 paraméterei:

- B ferroméagneses paraméter,

- Pr Prandtl-szam

- m hatvanytorvény szerint valtozé hdmérséklet parameétere

A numerikus eredmények megallapitasai a kovetkezoképpen foglalhatok dssze:

e Eldallitottam a (12)-(13) egyenletrendszer (13)-(14) peremféltételeket teljesitd numerikus
megoldasait magasabb derivaltak modszerével.

o Kettds numerikus megoldas létezését igazoltam a hatarréteg sebesség ¢és homérséklet
eloszlasara, melyek kielégitik az egyenleteket az adott peremfeltételek mellett.

e A p ferromagneses paraméter kifejezi a méagneses tér hatdsdt az &aramlasra.
Megallapitottam, hogy a paraméter érteknek ndvekedése a ndveli a sebességi és termikus
hatarréteg vastagsagat. Tovabba a termikus hatarréteg vastagsaga kisebb, mint az azonos
paraméterérétekhez tartozé sebeségi hatarrétegé.
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e A Pr novelése a hdmérsékletprofil csokkenéséhez vezet az aramlasi tartomanyban. A
Prandtl-szam valtozasa csak a termikus hatarrétegre van hatassal.

e A m paraméter ndvekedese a felileti nyiréfesziltseg (f''(0)) csokkenéséhez vezet, és
ellentétes a hatasa a héatadasi egydtthatora (' (0)).

o A p paraméter ndvekedése csokkenti a feluleti nyirdfesziltséget és ndveli a falmenti
hdatadasi sebességet.

2.5.2 Nanofolyadék aramlasanak vizsgalata soran elért Uj eredmények

A (16)-(18) PDE rendszerrel modellezett mono nanofolyadék mozgé siklap folotti allanddsult
aramlasa soran kialakulo hatarréteg jelenséget vizsgédltam harom klonboz6 tipusa
nanorészecske alkalmazasa esetén. A vizsgalat kiterjedt a hatarrétegben bekovetkezd sebesség
¢és homérséklet eloszlas meghatarozasara Blasius és Sakadis féle peremfeltételek alkalmazésa
mellett. A hasonldsagi transzformacié alkalmazédsaval a PDE rendszer peremérték feladatot
visszavezettem KDE rendszer peremérték feladatara. A (27)-(28) KDE rendszerrel felirt
peremérték feladatot a (29)-(30) és (31)-(32) peremfeltételekre is megoldottam numerikusan
Matlab bvp4c algoritmus alkalmazasaban.
A kapott numerikus megoldasokban elemeztem a részecskék hatasat és 6sszehasonlitottam a
hasonlosagi megoldasokat a szerzétarsam azonos paraméter értékek mellett CFD madszerrel
eldallitott megoldasaival.
A vizsgéalat eredményeibdl az alabbi megéallapitdsokat fogalmaztam meg:
Blasius peremfeltétel esetén:
e A legnagyobb sebességet a Fe304 nanorészecskéket tartalmazo nanofolyadék esetében
kaptam.
e A nanoanyag koncentraciojanak novelése a sebesség és a hémérséklet ndovekedését
eredményezte az hatarrétegben.
e A részecskék térfogataranyanak ndvelése hatdsara a surlodasi egyutthatd és a Nusselt-
szam is novekszik.
e Fe304 eseteben a legnagyobb surlédasi egydtthatot.
e A Nusselt-szam az Al203 nanorészecskék esetében a legnagyobb, a TiO2 esetében a
legkisebb.
e A kapott megoldasok kivalo egyezést mutatnak Kuznetsov és Nield eredményeivel [37].
e Osszehasonlitottam a sirlodasi egyitthatd és a lokalis Nusselt-szam valtozasat a
hasonldsagi analizissel és a CFD-modszerrel kapott megoldasok esetén. A 0 — 4
térfogat% kozotti koncentracio tartomanyban van egy kisebb eltérés. A legnagyobb

kulonbséget mutato esetben kevesebb, mint 6,7% az elterés a surlodasi tényezok kozott
mig Nusselt-szamok esetében ez kisebb mint 2,3%.

Sakiadis peremfeltétel esetén:
e Az aluminium-trioxid-viz  elegy  hatarrétegében  nagyobb  sebesség-  €s
hémérsékletértékeket kaptam, mint a masik két nanorészecske alkalmazasa esetén.
e A nanoanyag térfogataranyanak novelése a sebesség csokkenését és a homérséklet
ndvekedését eredményezte a hatarrétegben.

e A részecskék koncentracidjanak novelése hatasara a surlddasi egyutthatd és a Nusselt-
szam is linearisan novekszik.
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e A Reynolds-szdm ndvelése csokkenti a sarlodasi egyditthatdt és ndveli a Nusselt-szam
tényezot.

e A sUrlédasi egydtthatd értékei aluminium-trioxid (AI203) esetében kisebbek, mint a
titanium-dioxid (TiO2) és a magnetit (Fe304) alkalmazasa mellett; forditva igaz ez a
Nusselt-szdm értékeire, mert azok nagyobbak, mint a masik két anyag esetén.

e A sUrlddasi egyutthatd és a lokalis Nusselt-szam valtozasa megegyezik a Bachok és
szerz6tarsai [38] altal publikalttal.

¢ A CFD szimuléciéval kapott eredmények a Rey/*Cy és Rey "/ Nu értékeknél kissé

nagyobb értékeket adtak, ami arra utal, hogy a sdrlédasnak a valésagban kissé
nagyobbnak kell lennie, mint a hatarrétegelmélet szerint szamitott érték.
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3 FELULET NOVEKEDESI MODELLEK

3.1 Bevezetés

A mintaképzddések a természetben mindentitt eléforduld fizikai jelenség. Az 1980-as évektol
kezdve kutatjak a feluletndvekedési folyamatok széles koret, amelyek a természetben, mint
spontan modon bekovetkezd folyamatok figyelhetéek meg. Ilyen példaul a Kristalyok
novekedése, szilardulasi folyamatok, hatarvonalak fejlédése, egy papirlap égése vagy
vizesedése sordn kialakuld hatérfellletek. Tovabba fontos szerepet jatszanak a miiszaki
tudoméanyokban, mivel a nem-egyensulyi rendszereknek egyik legérdekesebb megjelenési
formai.

Kardar, Parisi és Zhang szerz6harmas altal megalkotott modell [39] megad egy sztochasztikus
differencialegyenletet a fellileti mintazat fejlodési jelenségének leirasara, amelyet az6ta szamos
megkdzelitésben vizsgaltak és részben bizonyitottak. A KPZ egyenlet megoldasanak
kozelitésére kiilonb6zé matematikai modellek sziilettek, amelyek lekovetik a fellleti struktura
kialakuldsénak sztochasztikus viselkedést. Ezek a modellek azonos univerzalis skalazési és
aszimptotikus tulajdonsidgokkal rendelkeznek, és ezért a KPZ univerzalitdsi osztalyba
tartozonak nevezik dket.

Mérndki szempontb6l a feliileti architektarak eredetének megértése elGsegiti a bevonatok
eléallitasanak jobb kontrollalasat, ami U gyartasi technoldgiak kifejlesztését eredményezheti.
Tipikus példai nagyon sok, rendkivil hasonlo interfészeken talalhatok meg, amelyek teljesen
kiilonb6z6 folyamatok soran keletkeznek, mint pl. az amorf [40] és az epitaxialis vékonyrétegek
ndvekedeési folyamataban [41], illetve ionnyalabos porlasztasos erézio (IBS) soran [42]. Ezek
a kialakul6 mintazatok, a kialakulo feltiletek tulajdonsagai a tipikus minta hullamhossza szerint
kiilonbozd kategoridkba osztalyozhatok mind a stacioner, mind az iddfiiggd (durvulo)
viselkedés esetén [43].

3.2 Szakirodalom kritikai elemzése

Hosszu 1d6 ota kihivast jelentd feladat a feliileti mintazatok novekedésének meghatarozéasa
a klaszterekben és natronizacios frontokon. A kristdlyndvekedés soran a kialakuld
kristalyszerkezet érdesedésének alapvetd ismerete nyilvanvaldan fontos szeretet jatszik a
miiszaki alkalmazhatosag szempontjabol [44]. A Langevin egyenletbdl szarmaztathatd a széles
korben elterjedt diffuzids egyenlet legegyszeriibb nemlinearis altalanositasa az Ugynevezett
Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) modell:

Z—I; =vV2u + % (Vu)? + n(x,t) (39)

ahol u jeldli a helyhez kotott novekedes profiljat [45]. A jobb oldal elsé kifejezése irja le a
fellleti fesziltség altal hajtott hatarfellleti simitast. A masodik kifejezés a legalacsonyabb
rendi nemlinearis kifejezés, amely az Eden-modellel igazolt fellletndvekedési egyenletben
megjelenhet, és a felillet azon tendencidjabol ered, hogy lokalisan 6nmagara merdlegesen
novekszik, és nem egyensulyi eredetii. A jobb oldalon 1év6 utolsé tag az tigy nevezett Langevin
fele zaj tag, amely barmely novekedési modellben a sztochasztikus jelleg modellezésére
alkalmazhatd, legtobb esetben Gauss-eloszlasu.
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Az elmult hdrom évtizedben szamos publikacio jelent meg a KPZ modell vizsgalatérdl,
melyek kozil a teljesség igénye nélkiil sorra veszek néhanyat.

Barabasi és Stanley konyvében talalhatd meg a felllet névekedés fizikai alapjai [46]. Hwa
és Frey [47, 48] a renormalasi csoportelmélettel vizsgalta a KPZ modellt, amely modszer egy
kifinomult azonban kimerité alkalmazésa a Green fiiggvényeknek.

Kriecherbauer és Krug [49] egy aktudlis irodalmi attekintést készitett a hidrodinamikai
megoOrzési egyenletekbdl altalanos aramsiiriiségi osszefliggéssel szarmaztatott KPZ-modellre.
Késobb Einax és szerzotarsai is egy irodalmi attekintd tanulmanyt tettek kozz¢é a feliileteken
torténd klaszternovekedésrol [50].

Szémos olyan modell létezik, amely a KPZ egyenlethez hasonlé egyenlettel irja le a
fellletndvekedés, ilyen példaul a baktériumtelepek hatarfeliletének névekedési modellje [51].
Illetve a KPZ egyenlet altalanositasaval jutottak el az Ggy nevezett Kuramoto-Sivashinsky
egyenlethez, amely a —V*u taggal bévebb az eredeti egyenlettdl [52], [53].

Egy olyan egydimenzios ellenpélda az interfész egyenletre, amely &lland6 hullamhosszu és
amplitddoju stacionarius mintazatot eredményez igazdn meglepd lenne, mert alditdmasztana a
megszakitott durvulds folyamatanak az értelmezesét. Az irodalomban olyan kétdimenzios
kontinuum modell kerllt bevezetésre, amely a mikro méretekben irja le az erodalédott IBS
feliiletek jellemz6it [54], [55].

A feliileti struktarak kialakitdsdnal szamos alkalmazésban jelentds az in. Molecular Beam
Epitaxy (MBE) eljaras, kiilonosen az elektronikai iparban félvezeté anyagoknal a szilard
félvezetd szubsztrat feliiletére a vékony filmréteg felvitelében. Nagyon gyakran a kifejlodo film
a novekedési eljards alatt nem marad sik, hanem kiilonb6z6 feliileti struktirak alakulnak ki.
Ezen strukturdk tipusai rendkiviil valtozatosak és fliggenek az anyagi, fizikai jellemzoktdl és a
novesztés feltételeitdl [43].

A ,,Conserved Kuramoto-Sivashinsky” (CKS) egyenlet egy olyan matematikai modell,
amellyel az MBE eljarasok soran nyert feltileti morfol6giat lehet modellezni. A morfoldgiai
instabilitas legalacsonyabb rendi kozelitésében a feliilet magassaganak iddbeli alakuldsa, ami
a kovetkezd egydimenzios egyenlettel irhato le

ut(x' t) = “Vlyy — Klyyrr + A4 (ux)z - AZ((ux)z)xx! (40)

ahol u a fellilet magassagat jeldli, v, K, A, és 1, a kisérleti feltételekt6l és anyagi jellemzoktol
fliggd allandok. Mufioz-Garcia és szerzotarsai az (40) determinisztikus egyenletet részleteiben
nem tanulmanyoztak [43]. A nagy hullamhosszu instabilitds meghatarozasat tiizték ki célul és
vizsgalataikat pozitiv v and K értékekre korlatoztak. Valojaban a A, és A, paraméterek
rendkiviil fontosak, meghatarozasukat porlasztasra Castro és szerzotarsai adtak meg [54]-ben.

Ha A, = 0, akkor az (40) parciélis differencidlegyenlet a jél ismert Kuramoto-
Sivashinsly (KS) egyenlettel egyezik meg, amely a tér- és idébeli kdosz mintapéldaja (1. [57],
[58]). A rendszer leirasaban a rendezetlen mintak egy jellemz6 hullamhosszon jonnek Iétre,
amely minta nem durvul. Nagy hossz skalan a Kuramoto-Sivashinsky rendszer a sztohasztikus
Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) egyenlettel hatékonyan jellemezhet6 [42]; ez az egyenlet pedig a
Kinetikus érdesités mintapéldaja.
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A feliileti érdesség w(x,) (globalis RMS szélesség) az w?(xp) = X [ulx, t) — itxo]z/x0
képlettel jellemzett erték, ahol i, 6 az u kézépérteket jeldli az x, helyen. A KPZ interfész
egyenlet esetén a rendszer oldaliranyt L méret hatvanyaval jellemezhet6 [42]. Ha A, # 0 és
A, = 0, akkor az (40) egyenlet az un. ,,Conserved Kuramoto-Sivashinsky” (CKS) egyenlettel
egyezik meg. Ezt az egyenletet vékony amorf filmréteg névekedésének modellezésére és
vicinalis fellletek lépés dinamikajara alkalmazzak. Ebben az esetben a lineéris stabilitas
paraboloidok rendezett mintazatanak kifejlédését eredményezi zavartalan durvulas mellett [54].
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3.3 Kardar—Parisi-Zhang (KPZ) modell vizsgalata

Tekintsiik a szakirodalom szerint egyik legegyszeriibb és legelterjedtebb diffuzios modellt,
amely alkalmas a felleti valtozasok modellezésere, az alabbi formaban:

du

— = vV%u + % (Tu)? + n(x,t) (41)

ahol u jeloli a helyhez kotétt novekedés profiljat [45]. A vV2u kifejezése irja le a feltleti
feszlltség Aaltal hajtott hatarfellleti simitast. A %(Vu)z lokalisan Onmagara merdleges

novekedést irja le, mig n(x, t) az ugynevezett zaj tag, amely a feliiletnovekedés véletlenszerl
behatésait, azaz sztochasztikus viselkedést képviseli a modellben.

A KPZ-egyenlettel foglalkoz6 tudoméanyos mivek szama az elmult két évtizedben
exponencialisan névekedett. Szamos tanulmany all rendelkezésre, amelyek mind matematikai,
mind fizikai oldalrdl igyekeznek igazolni az egyenlet létjogosultsagat a feluleti morfoldgiak
vizsgalataban.

A (41) parcialis, nemlinearis differencialegyenlet megoldasat keressuk. Mivel az ilyen tipusu
egyenleteknek nincs altalanos megold6é sémajuk, igy itt is, mint a korabban bemutatott
hatarréteg aramlasban, a hasonlosagi transzforméacioval és specialisan valasztott prébafliggvény
(Ansatz) modszerével igyekszink a feladat komplexitasat csokkenteni, azaz a PDE-t
visszavezetni KDE-re, amely terlleten méar szélesebb eszkoztar &ll a rendelkezésunkre a
megoldasok meghatarozésara.

Tekintsiik az alabbi egydimenzids énhasonlo formulat

u(x,t) = t=of (tiﬁ) = t=%f () (43)

ahol u(x,t) a PDE hely és id6 fliggé szabad valtozdja. Az a és B hasonldsagi exponensek
els6dleges fizikai jelentéssel birnak, mivel idében (t > 0) az « a kialakulé mintazat csucsainak
fiiggbleges iranyu csokkenését (o < 0 esetén ndvekedéset), amig a f a kialakulo csucsok
vizszintes iranyu terjedését ( f < 0 esetén Osszehizodasat) hatarozza meg. Ezen Ansatz
(prébafiiggvény) alkalmazasanak legjelentdsebb eredménye a Fourier-fél hévezetési (vagy
Fick-féle diffuzid) egyenlet alap megoldasa, melyet Gauss féle megoldasnak is neveznek, ahol
a=B=1/26st, < t,. Ezen megoldast és az a és S fizikai paraméterek hatasat szemlélteti
a 8. abran lathato 6nhasonlo (hasonldséagi) megoldasok.

Megjegyezzik, hogy a vizsgalt PDE esetén az 6nhasonl6 megoldas megtartja a diffuzios
tulajdonsagokat (jo hasonlésagot mutat a normal diffazioval). Tovabba az énhasonlo megoldasi
mod mellett létezik az G.n. haladé hullam tipustd megoldasa is a modellnek, és sziikséges
megjegyezni, hogy specialis esetben az 6énhasonlé megoldas és a haladé hulldam megoldas
0sszefonddik, azaz egymasba transzformalhato.

Tovabba fontos tisztazni azt is, hogy a nemlinearis KPZ egyenlet a Hopf-Cole-féle
transzformacioval ( h = A In(y)) visszavezethetd egy sztohasztikus taggal bévitett szabalyos
hévezetési (diffuzios) egyenletre. Osszegezve szamos altalanositasa létezik a feladatnak,
melyet most tovabb nem részleteznék.
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8. abra A hdvezetés 6nhasonld megoldasaa = f = 1/2 és t; < t, esetén.

Vizsgélatunkat a (41) egydimenzids egyenlet 6nhasonl6 megoldasainak meghatarozasaval
kezdjiik kiilonboz6 alaku zaj tagok esetén. Elsé esetben vizsgaltuk a zaj mentes (n(x, t) = 0)
esetet, tovabba rogzitjik az « = 0 és § = 1/2 exponens értékeket. Ekkor a (43) Ansatz-ot
alkalmazva az aldbbi KDE megoldasat keressuk:

vf"(@) + f(@) |2 +2f )] = 0. (44)

Az egyenlet megoldasa megadhat6 a A és v paraméterektdl fiiggd altalanos, zart alakban, az
alabbi formaban

flw)=2" [Aclx/n_verf[a)/(zx/_)]+c2] (45)

ahol erf az (igynevezett hibafliggvény [61], c; €S c, integracios konstansok. A paraméterek
adott intervallumbéli értékei mellett a megoldas abrazolhat6 két- €és haromdimenzidban
IS.

9. dbra A (45) hasonl6sagi megoldasa szemléltetése ¢c; = ¢, = 1
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Tobb kiillonbozo zajra vizsgaltuk az egyenlet megoldhatdsagat, ahol azt lattuk, hogy
bizonyos paraméter érték mellett 1éteznek kiilonb6z6 specialis fliggvényeket tartalmazo
zart alakl megoldasok, melyek koziil kettét mutatok még be az aldbbiakban.

Elséként nézziik az igynevezett Gauss zajjal kiegészitett KPZ egyenletet, amely az
alabbi formaban adodik az 6nhasonlo6 taranszforméacidt kovetden:

v (w) + f'@ E + %f’(w)] + ae~@*/n =0, (46)

Ebben az esetben nem létezik az altalinos megoldas tetszbleges A, v, a €s n paraméter
értékek mellett, azonban, ha rogzitlink két paramétert a négybol, pl. v = 1/2 és n = 1 akkor
mar talalunk zart alaki megoldast az alabbi formaban

f(w) = %ln [1 + tan{Vaam erf (Jw/2) + Cl}z] T e (47)

ahol erf az Ggynevezett hibafliggvény [62], ¢, és c, integracios konstansok.

Most vegyiik figyelembe a Lorentz zajt, a KDE ebben az esetben az alabbi formaba irhatd

v (w) + f'@ E + %f’(w)] + ——=0. (48)

1+w?

Sajnos ebben az esetben sem létezik zart alaku, teljesen altaldnos megoldéds. A formalis
megoldasban megtalalhaté még a konfluens Heun fliggvény néhany integralja. Adott pozitiv A
és v paraméterek esetén megadhatd jol definidlt megoldas. Példaul a =v =1/2 és 1 =1
esetén a formalis megoldas a kovetkezd fliggvényként adhatdé meg

w?  In(2) 1 1117,
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ahol H. és H; prime Jjeloli a konfluens Heun fliggvényt [59] és annak derivaltjat jeldli.
Megjegyzziik, hogy ezen specilis fliggvényektdl fliggd zart alakl megoldasokat Maple szoftver
alkalmazasaval irtuk fel és abrazoltuk.

a=0,1;A=55

u=01:4=25 o

1,998
1,996
u(x, t) 19947
1.992—

1807 1.990

>
0

a=1;A=25

T T T 1
-4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4

11. 4bra A (49) hasonldsagi megoldasa szemléltetése c; = c, =1;,a=v =0,5; 1 =2
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3.4 Kuramoto-Sivashinsky (KS) modell vizsgélata

A morfolégiai instabilitds legalacsonyabb rendii kozelitésében a feliilet magassaganak
id6beli alakulasa, ami a kovetkez6 egydimenzios egyenlettel irhato le

ut (X’t): _Vuxx - Kuxxxx + Al(ux)z - %((ux)z )xx ) (50)

ahol u a felllet magassagat jeldli, v, K, A és A, a kisérleti feltételekt6l és anyagi
jellemzoktol fliggd allandok.
Cél az egydimenzios probléma vizsgalata. A feliileti struktirak fejlddésének elemzését leird
Kuramoto-Shivashinsky egyenletet az (50) egyenletbdl A, = 0 helyettesitéssel nyerjik:
U (X, ) = —VUyy — Klyypx + 44 (ux)z-

Az (50) egyenlet egy masik specialis esete a ,,Conserved Kuramoto-Sivashinsky” (CKS)
egyenlet, amelyet (50)-b6l A; = 0 helyettesitéssel kapunk:

ut(x' t) = —“VUyy — Ktyrx — 4 ((ux)z)xx' (51)
Csokkentsiik a paraméterek szdmat az x és t valtozokra alkalmazott skalazassal, rendre
(K/v)Y/2 és K /v* mértékkel. A szarmaztatott egyenlet (51)-b8l az

Up + Uy T Uyyxx T V((ux)z)xx =0, (CKS)

alakba irhato, ahol y = 4, /K.
Vizsgaljuk meg analitikusan az

u(t,x) = u(t, A(t) +u)

megoldast valamely A(t) hullamhossz mellett.
Vezessik be az u hasonlosagi megoldast az

u(t,x) = t%f(x,t7F) és A1) = cth (52)

alakban, ahol « a feliiletre érkez0 részecskék érkezési sebességét jellemzi, £ a felllet menti
sebességet és 1/ a felulet durvulésat.
Tekintsiik (51)-t az

ad
Uup + 2 [U + Uyy + V(ux)z] =0 (53)

alakban. Az n = xt# hasonlésagi véltozora (53) egyenletbl a (52)-beli hasonl6sagi
transzformacioval a

t*Haf = Bnf) + OB 4 0B 4 ye2@ P2 (f2) = 0 (54)
egyenlet adodik. Innen @ = 1 és B = 1/2 helyettesitéssel
f=snf +f + D +y(FD) =0, (55)

Kikuszobolve az idékoordinatat tartalmaz6 tagot az
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1 5.
U(X,t)= _Ex lf|X|<}7(t)

0if x| = y(t)
alaki pozitiv paros megoldasokat keresiink a (53) egyenlethez, ahol az y(t) valamely
ismeretlen fuggvény. Az u megoldas invarians a magasség iranyl u(x, t) — u(x, t) + const.
eltolasra [43].
Megmutattuk, hogy az y(0) értékének nagysagatol fiiggben a feliileti struktiraképz6dés mas

és mas. Ha y(0) <v3, akkor a parabola alaki megoldasgorbék véges id6 multaval
dsszeomlanak. Ha y(0) = /3, akkor ez az idé végtelen; egyébként, ha a kezdeti hulldmhossz
A(0) nagyobb, mint 2y(0) = 2+/3, akkor mind a periédus, mind az amplitidé korlatlanul né;
a periodus vt-vel, az amplit(do t szerint ndvekszik [P3.1].

A CKS egyenlet numerikus megoldasait vizsgaljuk egydimenzids esetben az x és t
valtozokra. A magassag profilra kapott megoldasok fiiggenek az egyenletben szerepld y fizikai
paramétertdl és a kiindulo feliilet jellemzditol. Tekintsiik a (CKS) parcialis differencidlegyenlet
megoldasat az

u(x,0) = A(0) sin§ (1 + cos g) (KF)

kezdeti feltetel mellett, ahol a kezdeti amplitadd értéket 0,5, vagy 1 értekre vesszik fel. Az
alabbi abrék a fellleti morfologia alakulasat mutatjak az id6 és a hely fiiggvényében. Az 12-13.
abrék a (CKS) egyenlet megoldasat szemlélteti a (KF) feltétel mellett, ha A(0) = 0,5, vagy
A(0) = 1esetén T = 1000 id6egységig.

0. T
3004
200

1

100 s e,
1000

12. dbra Az u(x, t) profil A(0) = 0,5 ésy = 0.1 esetén

A 14-15. dbrakon a y paraméter hatasat szemléltetjiik két kiilonboz6 érték mellett, ha y =
0,16sy = 1.
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1000

13. dbra Az u(x, t) profil A(0) = 1 ésy = 0.1 esetén

PO ..
a7

004 4

100 .
2000

0

14. dbra Az u(x, t) profil A(0) = 1 ésy = 0.1 esetén

2000

0

15. abra Az u(x, t) profil A(0) = 1 ésy = 1 esetén

Az u(t) = %fOL u(x, t)dx atlagos érdesség és a w(t) = \/% fOL[u(x, t) — i (t)]? dx feliileti

érdesség valtozasat az 16-17. illetve a 18-19. dbrakon mutatjuk be a [0, 32m] intervallumon az

1d6 fliggvényében.
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16. &bra Az u(t) atlagos érdesség A(0) = 1 ésy = 0.1 esetén a T=[0, 2000] intervallumban
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17. &bra Az u(t) atlagos érdesség A(0) = 1 ésy = 1 esetén a T=[0, 2000] intervallumban

315
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18. &bra A w(t) fellileti érdesség valtozasa A(0) = 1 ésy = 0.1 esetén a T=[0, 2000]
intervallumban
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09r
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19. &bra A w(t) fellileti érdesség valtozasa A(0) = 1 ésy = 1 esetén a T=[0, 2000]

intervallumban

3.5 Osszefoglalas

Felulet novekedés témakdrében a KPZ és KS modellek vizsgalataval foglalkoztam a
fokozatszerzésem Ota, mely teriileten elért 0j eredményeket az aldbbi alfejezetekben
0sszegzem.

3.5.1 KPZ modell vizsgalata soran elért Gj eredmények

Hasonlosagi analizissel vizsgaltam a KPZ modell megoldhatosagat kiilonb6z6 zajtényezok
figyelembevétele mellett. Az alabbi Uj eredményeket értem el:

Alkalmasan valasztott hasonldsagi formulaval és specialis paraméter értékek mellett
zart alak( megoldast adtam meg a KPZ egyenletre zajmentes esetben.

Alkalmasan valasztott hasonlosagi formulaval és specialis paraméter értékek mellett
zart alaki megoldast adtam meg a KPZ egyenlet Gauss-féle zajtaggal bovitett
valtozatéra.

Alkalmasan valasztott hasonlosagi formulaval és specialis paraméter értékek mellett
zart alaki megoldast adtam meg a KPZ egyenlet Lorentz-féle zajtaggal bovitett
valtozatéra.

Minden megoldas leirhaté nem trivialis specialis fliggvények kombinaciodival, mint
példaul a hiba- vagy Heun fliggvény.

A felirt megoldasok értelmezési tartomanya nyilt, azonban soha nem a teljes valos
szamtest.

Az altalam megadott zart alak( analitikus megoldasok teljesen 6sszhangban vannak
Muravnik [62] allitdsaval, aki szigord matematikai leirdst adott meg a KPZ-hez
hasonld, nemlineéris, elliptikus egyenlStlenségek pozitiv megolddsainak
hianyossagaira.
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3.5.2 KS modell vizsgalata soran elért Uj eredmények

Hasonl6sagi analizissel vizsgaltam az egydimenzids KS modell megoldhatésagat a modell
paramétereinek hatasara fokuszalva. Az alabbi Uj eredményeket értem el:

e Nagyobb amplitadd kaotikusabb fellileti struktdrat eredményez. (A 12-13. abrak
szemléltetik a kezdeti amplitido hatasat.)

o Ay fizikai paraméter ndvelése allandosult hulldmhosszhoz vezet (lasd 14-15. abra).

e Az atlagos érdesség az iddben parabolikus jellegli ndvekedést mutat.

e Nagyobb y esetén az @ atlagos érdesség nagysaga kisebb (lasd 16-17. abra).

o A w(t) feliileti érdesség idébeli valtozasa nagy id6 értékekre linearis novekedési
tendenciat mutat (lasd 18-19. abra).

e Nagyobb y értékekre w(t) valtozasa simabb jellegii.
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ahol mar 6 nem lehet mellettem személyesen, azonban életem végéig halas szivvel 6rzém
emlékét és a tole tanultakat!

Végil, de nem utolsé sorban szeretném kifejezni halam barataim felé is, akik mindig
figyelmeztettek a munka és maganélet egyensulyanak fenntartasara. Kulonos kdszonet illeti
Balazs és Viktor baratomat, akik olyan kdzds programokat szerveztek, melyek soran ki tudtam
ereszteni a munka kozben felgyiilemlett gézt és életre sz016 élményekkel gazdagodtunk!

Miskolc, 2024. januar 10. Dr. Hriczé Krisztian



