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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

Vékony téglalap keresztmetszet csavarasa
Akkor tekintlink egy téglalap keresztmetszetet
vékonynak, ha b < a. Ez a gyakorlatban

azt jelenti, hogy az 4 hanyados értéke 5, vagy ettol Tnax Tz (Y)
nagyobb érték, ekkor mar érvényesnek tekinthetjik / \Ml
a kovetkezokben leirtakat. Feltételezzlk, hogy

a keresztmetszetben csak 7y, feszlltség ébred, mely b /

lineéris eloszlasu. Természetesen elvileg ébred 7y,
feszlltség is a keresztmetszetben, de ennek mértéke a
fent felirt 4 hanyados esetén elhanyagolhaté mértéki
a 7xz-hez képest. igy az ehhez kapcsolédéd Prandtl-féle
fesziltségfliggvény feltételezett alakja a kovetkezo:

b 2
U~ (=] —y?
(2) Y

Ez a fuggvény kielégiti a fesziiltségfliggvénnyel kapcsolatos egyik feltételi egyenletet, azaz

Sy

vl
V)

AU = -2 FecA
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

A masik feltételt — hogy a feszlltségfliggvény legyen zérus a peremen — azonban csak részben

elégiti ki ez a fliggvény:

Uu=o0 yl=

U#£0  |x]=

NIy NS

Ez utdbbi feltétel a 1, fesziltség miatt lenne fontos, de mivel ezt elhanyagoljuk, a tovabbi
eredményekre igy nincs befolyasa ennek a nem teljestil6 feltételnek. irjuk fel az ébredd
fesziltséget a feszlltségfliggvény segitségével

ou
Txz = Gﬁ—
dy

A keresztmetszet csavarasi merevsége

1072/UdA72/ /(

x==Fy=-2
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

b
2 2 2 373 3 3 3
o [ [ e[, 2] o[ ] s
4 4 3|, 4 3
-5 —2
Ez alapjan pedig a maximalis nyir6fesziltség
3Mc b 3M: %b

Tmax = \sz(y = b/2)| = 2f}/max = ZEE = E =
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

Nyitott vékonyfalu szelvény csavarasa

Elészdr vizsgaljunk

meg egy olyan keresztmetszetet, mely tdbb vékony
téglalapbdl is 0sszedllithatd, ez lathaté az abran.
Felhasznalva az eléz6ekben levezetett eredményeket,
kénnyen fel tudjuk irni ennek a keresztmetszetnek

a csavarasi merevségét és a szelvény

kilénb6zd részeiben ébredd nyiréfesziliségeket.

A lényeg, hogy a keresztmetszetet felbontjuk
téglalapokra, melyek a mérete a kdzépvonalanak

a hosszaval egyezik meg. Tehat a csavarasi merevség

3 a,b?

F=2"5
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

Altalanos vékonyfald nyitott keresztmetszet
Altalanos esetben a szelvény tébb sikidombdl allithatd
0ssze, melyek kbzépvonala nem feltétlendl kell,

hogy egyenes legyen, illetve a falvastagség is valtozhat
a szelvény hossza mentén, ahogy az az abran

is lathat6. Ez alapjan &ltalanosithatéak az elé6zéekben
téglalapra levezetett 6sszefliggések. Ehhez
szlikségink van a szelvény kézépvonalanak hosszara

| = /ds > max |t(s)]
9k

Ez alapjan
a csavarasi merevség altalanosan nyitott szelvényre

J 3(s)ds
9k

lc =
A nyiréfeszliltség pedig

c
Tsz = ——21 = Tmax = —— lmax

Ie Ie
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

Vékonyfalu zart szelvények csavarasa (Bredt-elmélet)
Vékonyfall zart szelvények

csavarasanal a Bredt-elméletet alkalmazzuk.

Az elmélet alapfeltevése, hogy a vékony fal

miatt a kiils6 és bels6 oldalon ébredd nyiréfesziltség
értékei k6zotti killonbség elhanyagolhaté,

vagyis feltevés, hogy a 7sz nyiréfesziltség

a t falvastagsag mentén allandénak vehetd.

A Bredt eImélet levezetéseitdl és az elméleti hattértél
eltekintiink, csak megadjuk a csavarasi merevség és a
nyiréfesziiltség szamitasara szolgal6 6sszefliggéseket:

T O2At

Tsz

ahol Ay a keresztmetszetben
a kdézépvonalak altal hatarolt terlilet,
4A2
e = ds
t

oy

itt ¢ a zart kdzépvonalat jeldli. Ezeket a képleteket szokas Bredt-képleteknek is nevezni.

Rugalmassagtan IV. el6adas 2020. aprilis 25. 7/41



3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.1. Példa: Adottak az aldbbi dbran lathaté vékonyfalu nyitott és zart, kor kozépvonall
szelvények, melyek csavaré igénybevételnek vannak kitéve. Hatarozzuk meg mindkét esetben a
csavarasi merevséget és a nyiréfeszlliség maximalis értékét a falvastagsag (t) és a sugar (R)
fliggvényében, majd vessiik 6ssze a kapott eredményeket, ha t =all. Melyik keresztmetszet
csavarasi merevsége nagyobb, és melyikben ébred nagyobb fesziiltség?

AY
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.1. Példa folytatasa: El6sz0r tekintslk a nyitott keresztmetszetet. Ehhez a nyitott
szelvényeknél alkalmazott elméletet fogjuk haszndlni. A csavarasi merevség a kévetkezd:

Jtds £ [ds
- 9k Y% _ 2Rxt3
¢ 3 3 3

Ez alapjan pedig a nyiréfesziltség maximalis értéke:

ny Mc 3Mc 3 M.
Tmax = Jay Imax = =

T 2Rr T 2 Ret?

A zart szelvényhez pedig a Bredt-képleteket fogjuk alkalmazni:

2
. 44 _ 4R'n?  4R'n%t

= 2R%xt
2Rx T

O <oy

-
2

|

~
o
[oW
%)

2 Me M
$2 7 2At  2R2rwt
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.1. Példa folytatasa: Vessiik dssze a csavarasi merevségeket, képezziik a zart és a nyitott
esetre vonatkoz6 merevségek hanyadosat:

E  2R°rt 3R?

ny — 3 T 2
[ 2Rt t

> 1

vagyis a zart keresztmetszet csavarasi merevsége a nagyobb. Most vizsgaljuk meg a hanyadost
a nyirofesziltségek esetében feltéve, hogy ugyanakkora csavaronyomaték miikddik mindkét
keresztmetszeten:

M,
S _ pEa _ M 2A7E 1t
T 3k, 2RPnt3 Me 3R

tehat ugyanannak a csavarényomatéknak a hatasara a nyitott keresztmetszetben ébred nagyobb
nyiréfesziiltség. Ezekre az eredményekre szamitottunk.
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.2. Példa: Adott az abran lathato nyitott és zart vékonyfall, egyenlé oldalt haromszdg
keresztmetszet. Hatarozzuk meg a két keresztmetszet csavarasi merevségét és az azokban
ébredd maximalis nyiréfeszlltséget. Vessilik dssze a kapott eredményeket. Melyik
keresztmetszet csavarasi merevsége és maximalis nyiréfesziltsége nagyobb?
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.2. Példa folytatasa: Hatarozzuk meg a nyitott keresztmetszet csavarasi merevségét:

S t8ds
ot 30,
- L
3 3

A nyitott keresztmetszetben ébredd nyiréfesziiltség maximuma:

y Mo M, M,

Tmax =

—y fmax = -

e = 5= 2

Most vizsgaljuk meg a zart keresztmetszetet:

13522
42 4 (§ 7b2> b3t
Iéi ds 3b = 4
§ ¢ i
Cc
z Mc Mc _ 2MC

Tsz = 2AL = %bZt = vt
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.2. Példa folytatasa: Most pedig az elé6z6 példahoz hasonldan vessiik 6ssze az

eredményeket:
3
E_E_E_@f>1
B 42 T \2t
2M,
7%, 3b2% 2M: b 2t

= = —=—<1
e M T VBRtM: Vb
Tehat ugyanazt a kdvetkeztetést tudjuk levonni, mint a kdrgydriire, itt is a zart keresztmetszet

csavarasi merevsége nagyobb, tehat abban ébred kisebb maximalis nyiréfesziltség ugyanannak
a csavaronyomatéknak a hatasara.
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

Tobbmez6s vékonyfalu zart szelvények csavarasa:
Tekintsuk az alabbi abran lathato,

tobb Ureggel is rendelkezd végkonyfall

zart szelvényt. Ahogy a korabbiakban,

most is a keresztmetszet kozépvonalat
fogjuk felhasznalni a szamitashoz.

A keresztmetszet kdzépvonalai vagy

a peremen talalhatéak, vagy két szomszédos
Ureget valasztanak el egymastol,

ennek megfelelen fogjuk 8ket eljeldIni.

A kiilsé peremen korbefutd kozépgorbét

is tobb részre osztjuk fel, annak megfelel6en,
hogy melyik Uireget hataroljak. Igy ezeknek a
gorbéknek a két indexe utal arra, hogy kiilsé gérbék (0 index), illetve hogy melyik lreget
hatéaroljak (példaul a gyq kiils6 peremgérbe, mely az 1-es lreget hatarolja). Azon k6zépgdrbék,
melyek indexében két zérustdl kiilbnbdzd szam szerepel, két lireget valasztanak el egymastdl
(példaul g1» az 1-es és 2-es Ureg kdz6tt talalhatd). A tovabbiakban még egy jeldlést fogunk
hasznalni a k6zépgbrbékre, mégpedig ha egyetlen indexe van a kdzépgdrbének, akkor az az
ahhoz a szamhoz tartoz6 Ureget teljesen kérbezar6 kdzépgdrbét jelenti (példaul a g¢-es gbrbe
az egyes Ureget teljesen kodrbezaréd kdzépvonalak 6sszessége). Tehat ha az egyes Ureget
kivalasztjuk, akkor az azt koriilvevé gorbe a kovetkezoképp is elddllithatd:

91 =Gg10 + 913 + 912

Rugalmassagtan IV. el6adas 2020. aprilis 25. 14/41




3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

Eltekintiink a részletes elméleti leirastél. A feladat ebben az esetben is meghatarozni a
keresztmetszet csavarasi merevségét és a szelvény kiilonbdzo részeiben ébredd
nyiréfesziiltségeket. Az elméleti hattér ebben az esetben is a Prandtl-féle fesziiltségfliggvényre
épul, melynek tovabbi feltételeket kell kielégitenie lireges keresztmetszet esetén, illetve a
Bredt-elméletet is alkalmazni kell. Ezek alapjan a feszlltségfiiggvénynek a belsé peremek
mentén is konstansnak kell lennie, am ebben az esetben ez mar nem zérus értéki. Minden Ureg
esetében kilénbdzd konstans értékeket vehet fel a fesziltségfliggvény, ezeket rendre Cy, Cs ...
Chn jeldli, ahol n az Gregek szama. ltt is érvényes, hogy Cy = 0 a kiilsé peremen. A feladat els6
Iépése, hogy ezeket az ismeretlen konstansokat meg kell hatarozni. Erre a kdvetkezd altalanos

egyenlet vezethett le:
ds ds
Cip — — Ci | — =2A
'f‘t 2:/ t '
gi # gy
Itt A; az i-edik Ureget korilvevd kdzépvonalak altal alkotott sikidom terlilete, ési=1...n.

Vagyis kapunk 6sszesen n db egyenletet n db ismeretlen konstansra. Miutan ezek a konstansok
eldalltak, kovetkezd 1épés meghatarozni a teljes keresztmetszet csavarasi merevségét:

n
le=2" CiAi
i=1
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

A csavarasi merevség ismeretében pedig meghatarozhatéak a nyiréfesziltségek, melyek a
Bredt-elmélet értelmében a falvastagsag mentén allandé értékiiek. A perem mentén ébredd
nyiréfesziltségek:
M. C;
Ti=Tio = — —
T R

illetve a belsé hatarol6 szelvényrészekben ébredd fesziiltségek:

M Ci— G
T i = T
et
Rugalmassagtan IV. el6adas

2020. 4prilis 25. 16 /41



3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.3. Példa: Adott az

alabbi abran lathat6 tobbmezés vékonyfall a

zart szelvény, melyet csavarasnak tesziink

ki. A keresztmetszet anyaga aluminium, 4‘ """"""""""" # 2
melyre G = 26 GPa, és a keresztmetszetben i A O
megengedett legnagyobb nyiréfesziiltség |71 =T

Tmeg = 40 MPa. Hatérozza meg “ r Ti2—|

az I csavarasi merevség értéket, a rudat ! .
terhelé MZ'® csavarényomaték maximalis | b 2yl
értékét és ennél a csavarényomatéknal !

fellépd ¢ fajlagos szdgelfordulast! A I
keresztmetszet méretei: a = 60 mm, R = 30
mm, t{ =45mm, t, =3 mm, tjo = 1,5mm.
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.3. Példa folytatasa: Tehat az elsd lépes, hogy meghatéarozzuk az ismeretlen C,

i
konstansokat, ahol i az Gregek szamat jel6li. Mivel két Greg van a keresztmetszetben, igy két
konstanst kell meghatarozni. Az &ltalanos egyenlet:

of -y %
i#f gji
Ebbdl erre a konkrét példara két egyenlet nyerhetd, melyek a kdvetkezok:
d d
i=1 = 01}{73—02/75:2&
91 912

d d
i=2 = G 75701 ts:2A2

92 912
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.3. Példa folytatasa: Ezekben az egyenletekben az A; a k6zépvonalak altal kdzrezart
terlleteket jeldli, ezek:

2 2
Ay = & =602 mm? = 3600 mm2, A, = RZW = 30T m? — 4507 mm? ~ 1413,72 mm?
Az integrélok pedig:
1
E: /dS:a:6Omm:40
f12 f12 f12 175 mm
912 912

1
fﬁzfg_i_ E:%_i_i: 80mm+40:80
t 4 to t tyo 4.5 mm
91

910 g12
d d d R
f—sz/—er ds _Am & _30mmm 40~ 7142
t b tio ) tio 3 mm
92 920 912
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.3. Példa folytatasa: Ezeket az értékeket visszairjuk a két egyenletbe, igy:
80Cy — 40C, = 7200 mm?

71,42C, — 40C; = 2827,44 mm?
Ezek alapjan a két konstans:

Ci = 152,499 mm?, C> = 124,99 mm?

Ezen konstansok ismeretében meg tudjuk hatarozni a keresztmetszet csavarasi merevségét:

2
le =2 AjCi=2(3600- 152,499 + 1413,72 - 124,99) mm* = 1,451 - 10® mm*

i=1
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.3. Példa folytatasa: Ismerve a csavarasi merevséget, fel tudjuk irni a csavarényomaték
flggvényében a nyiréfesziiltségeket is:

Ms C Me 152,499 mm? s
== _ —2,335.10"5M
T et T 1.451-105mm* 4,5 mm c
M. Cz M. 124,99 mm? _5
=<2 —2.871-107°M
2T, 1451-105mm* 3 mm c
— _ 2
MGG Me (152499 — 124.99) mm2 _ | o oo
o to 1,451 106 mm? 1,5 mm

A harom fesziltségben M. értéke ugyanaz, hiszen ugyanannak a nyomatéknak van kitéve a
teljes keresztmetszet, igy az egyutthatékbol egyértelmien latszik, hogy a m-es fesziiltség lesz a
legnagyobb, vagyis a megengedhet6 legnagyobb nyomaték értékét ebbdl nyerhetjik:

N

_ _ —5pmax __
Tmax = T2 = 2,871 - 10~ M] X_40W

= MP¥ — 1,393 - 108 Nmm
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3.4. Vekonyfalu nyitott és zart szelvények csavarasa

3.4.3. Példa folytatasa: Ismerve a nyomatékot meghatarozhaté a tobbi fesziiltség értéke is
konkrétan:

7 = 2,335 103 M = 32 53 MPa
712 = 1,264 - 10 °MJ® = 17,61 MPa

Minden eddig ismertetett csavarasi feladat esetén érvényes, hogy a csavaronyomaték a
kovetkezd 0sszefliggés alapjan is szamithaté (igy most is):

Me = GIl;
Ezt atrendezve pedig kapjuk a fajlagos szégelfordulast a maximalis csavarényomaték hatasara:

g Mz _ 1,393 - 108 Nmm
~ Gle 2600011451106 mm#

— 3,693 107529
mm
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4. Energetikai elvek a mechanikaban
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4.1. A potencialis energia minimuma elv

Egy rugalmas test potencidlis energidjat Mp-vel jeldljik, és a kdvetkezoképp szamithatd
altalanos esetben
MNp=U-— W

ahol U a test alakvaltozasabdél szarmazo energia (réviden: alakvaltozasi energia), illetve Wy a
klls6 er6k munkéaja. Ezeket a kdvetkezd modon tudjuk kiszamitani:

U= U(@) = %/l(a) - A(@)aV
"4

wk:/a.ﬁdv+/ﬁ.adA
v Ao

tehat a potencidlis energia az elmozduldsmez6 () fuggvénye. Egy rugalmassagtani feladatban
ennek az elmozdulasmezének a meghatarozasa a cél, amit a legtébb esetben nem tudunk
meghatarozni. llyenkor azt a technikat alkalmazzuk, hogy felvesziink egy prébafliggvényt vagy
kozelitd fliggvényt, amit beirunk a potencialis energiaba. Ennek a fliggvénynek bizonyos
feltételeket ki kell elégitenie.
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4.1. A potencialis energia minimuma elv

Ezt a kozelitd figgvényt d-gal jeloljik. Ennek a figgvénynek ki kell elégitenie a kinematikai
peremfeltételt (i = g, F € Ay) és folytonosan derivalhatonak kell lennie. Amelyik
elmozdulasmezé teljesiti ezeket a feltételeket, azt kinematikailag lehetségesnek nevezzik. A
pontos és a kinematikailag lehetséges elmozdulasmezé kilénbségét is definialjuk

"
‘u=u-—-ua
atrendezve
"
U=u+ou

*
Ha az 6sszes kinematikailag lehetséges i vektort behelyettesitjiik a potencialis energiaba,
amelyek kdzott szerepel a feladat pontos megoldasa is, akkor a potencialis energia fliggvénye a
pontos megoldasnal eléri a minimumat (a potencialis energia minimuma elv)

min I'Ip(;:l) = Np(d)

A kinematikailag lehetséges elmozduldsmez alapjan az alakvaltozasi tenzort is a kovetkezd
alakba tudjuk irni

13>

=A+s
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4.1. A potencialis energia minimuma elv

Ezt az alakvaltozasi tenzort beirva az anyagtérvénybe

[~
I

o

[1x> %

Igy fel tudjuk irni a potencidlis energiat barmely kinematikailag lehetséges elmozdulasmezdvel

Mp(d) = =%/i--édvf/&-ﬁdvf/ﬁ-ﬁdA:
v % A

[(a+954) - (A+sA)]av - /u+6u Gav — /(u+6ﬁ)~ﬁdA:

N =

/

% Ap
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4.1. A potencialis energia minimuma elv

:%/é--(:',‘nédV—/ﬁ-ﬁdV— G- pdA+
v v Ao
Mp
+/6é~~g-~AdV— 5ﬁ.ﬁdv—/5a.ﬁdA+
v v A
SMp

.
=MNp+MNp+462Mp=Mp>Tp
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I
4.1. A potencialis energia minimuma elv

Most irjuk fel az egyensulyi egyenletet

-

V+G=0

~

Ezt az egyenletet szorozzuk meg dii-val és integraljuk a V térfogaton

/w.
"4

Vizsgaljuk meg az elsé tagban az integrandust

[N+

~VdV+/6ﬁ~&dV:0
14

od -

[N+

V= (st-T) V- (siov)--T

Itt6tio V = 6U = 6A+ W, ez alapjan

(5ﬁoV)~~ =4

I~
>

T4ow-T=5
T+ow-T
0

1%
N
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4.1. A potencialis energia minimuma elv

Visszahelyettesitve az eredményeket kapjuk tehat

/(5a.1)-VdV—/aA-.1dv+/w.advz
7 - "4
"4 v

= [ su-1-daa- [sa-Tav+ [ sd-Gav -
A=Ay+Ap Vv v

:/5a.ﬁdA—/54.;dv+/wﬁdvzo
Ap v v
Ezt az egyenletet még megszorozzuk —1-gyel, igy
/6A-IdV—/6&-&dV—/6ﬁ-ﬁdA:0
- = v
v

Ao

Ezt az egyenletet nevezzik a virtualis munka elvének. Ha visszaidézzlk a potencidlis energia
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I
4.1. A potencialis energia minimuma elv

Tehat a virtudlis munka elve alapjan a potencidlis energia elsd variacioja zérus az egzakt
megoldas esetén

oMp =0

Ez azt jelenti, hogy a potencidlis energianak tényleg szélséértéke van a feladat egzakt

megoldasanal. Azt pedig, hogy minimuma van, a masodik variacié alapjan lehet kimondani, mert
az mindig pozitiv:

52|_|p >0
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I
4.2. A Ritz-mddszer

A Ritz-médszer esetében a kinematikailag lehetséges elmozdulasmezét a kdvetkezé alakban
vesszUlk fel

ahol a d; ismert, altalunk felvett elmozdulasmezé fliggvények, mig a ¢; ismeretlen konstansokat
jelol. Ha ezt az elmozdulasmezét beirjuk a potencialis energia kifejezésébe, akkor a potencidlis
energia kizarélag az ismeretlen konstansok fliggvénye lesz

MNp = I_IP(C‘]’CZ) sy Cn)

A potencialis energia minimuma elv értelmében az els6 varidcionak el kell tiinnie, vagyis

Mivel dc; tetszbleges lehet, ezért a potencidlis energia konstansok szerinti derivaltja kell, hogy
eltiinjon, vagyis

%:07 %:07 an:()
¢y oo} Ocn
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia
minimumanak alkalmazasa

4.3.1. Példa: Adott az alabbi abran lathato
hajlitott-nyirt tarté és terhelése. Keressik y
a rud fliggodleges elmozdulas fliggvényét
a kdvetkezd alakban: v = ¢, 22 + ¢,2°. F M
Kinematikailag lehetséges-e \ 1
az elmozdulasmez$? Hatarozzuk X
meg az ismeretlen konstansok értékét!

xY

A rid homogén izotrép anyagbdl
készllt, illetve prizmatikus, vagyis /E =all.
A hajlitott-nyirt tarték esetében alkalmazni
fogjuk az Euler-Bernoulli ridelméletet. Ennek az elméletnek a feltevései a kdvetkezok:

@ ardd kdzépvonala meggérbil, de nem nyudlik meg

@ a keresztmetszetek merev lapként fordulnak el

@ a keresztmetszetek merdlegesek maradnak a meggorbilt kézépvonalra
Ezeknek a feltevéseknek a kdvetkezd elmozdulasmezd tesz eleget: u =0, v = v(2),
w= fy% = —yv’ (az egyszer{ibb jel6lés kedvéért a tovabbiakban ’-vel jeldljik a z szerinti

derivalast). Tehat egyetlen fliggvény, az y irdnyu elmozdulés ismeretében a teljes
elmozdulasmezd meghatarozhaté. Ezt keressiik ebben a példaban.
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia
minimumanak alkalmazasa

4.3.1. Példa folytatasa: Alkalmazva a kinematikai egyenletet, kapjuk hogy

/!
E7= — = —yV
0z y

Minden mas alakvaltozasi koordinata ebben az esetben zérus lesz. Ezt pedig beirva az egyszerii

Hooke-térvénybe (hajlitott nyirt tartd esetén ha az anyagtérvénybe beirjuk a fenti alakvaltozasi
koordinatat, az egyszeri Hooke-térvényre jutunk) adodik

07 = Ee; = —Ey”

Most irjuk fel a rdd potencidlis energiajat. Az alakvaltozasi energia:

/T AdV = 7/az€de:1/Ey2 ” g// (v” dAdz =
LA
—/y2dA/ v dzf— (v'")? dz

L
I
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia
minimumanak alkalmazasa

4.3.1. Példa folytatasa: A kiilsd er6k munkaja pedig:
Wi = —Fiv(L) + Migp(L) = —Fyv(L) — Myv/(L)

Itt ¢(z) = —% = —v’ (csak Euler-Bernoulli radelméletnél) a rad szégelfordulas fliggvénye,
megmondja, mely keresztmetszet mekkora széggel fordult el a fliggéleges helyzethez képest.
Tehat ebben a példaban a rud teljes potencidlis energiaja:

_IE

Mp = > (v”)zdz—F1v(L)—M1v’(L)

L

ha a pontos megoldasfliggvényt irjuk be. A mi esetlinkben ezt nem ismerjik, helyette felvettlink
egy T/f[]ggvényt. Elészor is meg kell allapitanunk, hogy ez az elmozdulasmezé kinematikailag
lehetséges-e. A potencidlis energia kifejezésében az elmozdulas fliggvény masodik derivaltja

szerepel. A felvett v kdzelits figgvény folytonosan derivalhaté legalabb kétszer, igy ennek a
feltételnek megfelel. Még teljesitenie kell a kinematikai peremfeltételeket is.
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia

minimumanak alkalmazasa

4.3.1. Példa folytatasa: Erre a ridra a kdvetkezd kinematikai peremfeltételek irhatéak eld:
v(0)=0

mivel a z = 0 pontban a keresztmetszet nem mozdulhat el fliggélegesen a befalazas miatt, illetve
v/ (0) =0

szintén a befalazas miatt a z = 0 helyen a keresztmetszet nem is fordulhat el. A kdzelitd
figgvényre, annak elsé és masodik derivaltjara is szilkséglink lesz, allitsuk ezeket elb.

* 2 3 */ 2 ot
V=C2z+ c2Zz°, v =2c¢1z+ 3c2°, v =2c¢1 +6cz

* s/
Aveésav fuggvénybe is beirva a z = 0-t teljestinek a kinematikai peremfeltételek, tehat a
felvett kozelitd figgvény kinematikailag lehetséges. Irjuk be a kdzelitd fliggvényt illetve annak
megfelel6 derivaltjat a potencialis energiaba:

* IE w1 2 * «!
nP:? (v) dz — Fiv(L) — Myv (L)
L
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia
minimumanak alkalmazasa

4.3.1. Példa folytatasa:

L
Mp = g (462 + 2401007 + 366222 dz — Fiy (0112 + 05L%) — My (201L +30,L7)
0

Végezzilk el az integralast, majd irjuk vissza az eredményt a potencialis energidba

L
3
4022—1-240102 +36023] = 4c2L+12¢1 ol 2+1265 13

L
/ (4012 + 24c10pz + 36C3 2 2) dz =
0 0

Tehat a potencialis energia a ¢y és ¢, fliggvényében

Mp = IE (263 + 6010212 + 8L3) — Fi (0112 + 0oL%) — My (261 L + 3c,1?)
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia
minimumanak alkalmazasa

4.3.1. Példa folytatasa: Alkalmazva a Ritz-mddszert

8”P _

— 4IELcy + BIEL2cy — FyL2 — 2MyL = 0

%”c: = BIEL2cy + 12IEL3co — FiL3 —3M[2 =0

igy tehat kaptunk két egyenletet két ismeretienre, melyekbdl a ¢y és ¢, konstansok értéke
meghatarozhaté:
o — FiL+ M _ F1

"TT2E 0 %7 TeE
Vagyis a kozelit6 fliggvény

* FiL+ M > F 3

v(z) = ——2°— —~=Z

(2) 2IE 6/1E
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia

minimumanak alkalmazasa

4.3.2. Példa: Adott
az alabbi abran lathaté hajlitott-nyirt tarté y
és terhelése. Keressiik a rud fliggdleges

elmozdulas figgvényét a kdvetkezd alakban:

A Y

vi

v = csin T 2. Kinematikailag lehetséges-e *fo

az elmozdulasmez6? Hatarozzuk
meg az ismeretlen konstans értékét!

A rid homogén izotrép anyagbdl
késziilt, illetve prizmatikus ebben az esetben

is, vagyis IE =all. Most is alkalmazzuk
az Euler-Bernoulli radelméletet. El6szor is
ellendrizziik, hogy a felvett kdzelitd fliggvény

xY

kinematikailag lehetséges-e. A sin fliggvény folytonosan derivélhatd, tehat az egyik feltétel
teljesilt. Nézzik meg, erre a feladatra milyen peremfeltételi eldirasok tehetéek. A rud fliggbleges
elmozdulasa mind a csuklénal, mind a gérgénél zérus, ezek a tdmaszok y irdnyban nem teszik

lehetévé az elmozdulast, vagyis
v(0)=v(L)=0
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia
minimumanak alkalmazasa

4.3.2. Példa folytatasa: irjuk be a z = O illetve a z = L koordinatakat a v flggvénybe:
v(0) =csin0=0,  v(L)=csin %L =0
tehat a kinematikai peremfeltételek is teljestinek, igy a felvett kdzelitd fliggvény kinematikailag

lehetséges. irjuk fel most is a rudra a potencialis energiat. Az alakvaltozasi energia kifejezése
ebben az esetben is ugyanaz, mint az el6z6 példaban

* IE w1 2
u=— d
2 (V) ‘

L

Ugyanakkor a kiils6 er6k megvaltoztak, igy azok munkaja is mas lesz

L
W= 43(;) —/fo\*/dz
0

igy szikség lesz a kozelitd fliggvény masodik derivaltjara, melyet az dsszetett fliggvények
derivalasi szabalya alapjan kapunk

N 2

¢’ sinZ

Vv =—Cc—sin—-z

L2 L
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia
minimumanak alkalmazasa

4.3.2. Példa folytatasa: Tehat a teljes potencidlis energia

L L
* * * IE L
Mp=U+W=— czﬂ—sm fzdz—chm E7—/focsin T zdz
2 L2 L
0 hr—’ 0

Szamitsuk ki az els6 integralt. Ehhez alkalmazzuk a linearizal6 formulat, mely szerint

1 ™ 1 27
2 2

sin“x = —(1 —cos2 = sin = 1 —cos
in® x ( X) i z ( z)

igy
L

L
ot o Al 2r s L ox 1t 7t L
cpsm szz:c 2 1fcost dz=c?——|z— —sin=—z| =c?—=
0 0
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4.3. A Ritz-mddszer és a potencialis energia
minimumanak alkalmazasa

4.3.2. Példa folytatasa: A masik integral

f L t L
/focsin Tzdz= foc |——cos Tz = 2fyc—
L s L ]g s

0

tehat erre a feladatra a Mp mint a ¢ konstans fliggvénye

«  |Ext , L
= ——¢c° — Fc—2fc—
P~ a8 0T

Ismét alkalmazva a Ritz-modszert és a potencidlis energia minimuma elvét

oNp  IEx* L 23 2L
ALy YR -2 (F
ac 28 °¢ 0 - ST ES ( )

s
igy tehat ennek a feladatnak a kdzelité megoldasa:

« 218 2L\ . w
VZ@(”T)S'”ZZ
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