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A) Statika



|
1. Bevezetés, alapfogalmak

Mechanika, mint tudomany targya: testek, anyagi rendszerek mozgésanak és tartos
nyugalmanak feltételeit, okait vizsgalja.

Miiszaki mechanika: a mechanika elveinek alkalmazasa miiszaki feladatokra. Példaul
@ tartds nyugalom biztositasa
@ teherbird képesség meghatarozasa: méretezés, ellenérzés
@ dinamika: el6irt mozgasok biztositasa
Modellezés a mechanikaban:
@ modellezés: a val6sagos viszonyokat a vizsgalatok szempontjabél lényegesnek itélt
tulajdonsagok kiemelésével leegyszerisitjik — modellt alkotunk
@ folyamata:
@ medgfigyelés, mérés
@ leiras

@ tbrvények megfogalmazasa, alkalmazasa, szamolas (ezzel fogunk foglalkozni)
@ ellendrzés, pontositas

@ fontosabb modellek:

@ merev test: olyan test, amely pontjainak egymashoz viszonyitott tavolsaga mozgas
kézben nem valtozik, térbeli helyzetét 6 adat hatarozza meg. Spec. eset: anyagi
pont = tdbmegpont, olyan merev test, amelynek mozgéasat egyetlen pontja
mozgésaval irjuk le, térbeli helyzetét 3 koordinata jellemzi, szabadséagi foka 3.
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1. Bevezetés, alapfogalmak

@ fontosabb modellek (folytatas):

@ szilard test: alakvaltozasra képes test, terhelés mozgéas soran pontjainak
egymashoz viszonyitott tavolsaga valtozik. Pl.: rugalmas test (a terhelés levétele
utan visszanyeri eredeti alakjat), képlékeny test (a terhelés levétele utan nem nyeri
vissza eredeti alakjat), viszkézus testek (polimerek)

@ koncentralt erd: egyik testnek a masik testre torténé hatasa (gravitacio, érintkezés
Gtjan, rugé, stb.)

a mechanika egy lehetséges felosztasa
@ merev testek mechanikaja (statika, dinamika)
@ szilard testek mechanikdja (szilardsagtan, rugalmassagtan)
@ folyadékok, gazok mechanikaja (dramlastan)
Fizikai mennyiségek tipusai
@ skalaris mennyiség: nagysag, mértékegység (térfogat, V [cm3], siirliség, p [%] , tbmeg,
m [kg], stb.)
@ vektorialis mennyiség: nagysag, irany, mértékegység (erd, F [N], sebesség, vV (2],
gyorsulas, @ [Sﬂz] , stb.)

@ tenzor mennyiség: (késdbb)



1. Bevezetés, alapfogalmak

Koordinata-rendszer: Descartes-féle derékszdgll koordinata-rendszer (DDKR). Ez egy merev
test, amihez képest a mozgéasokat viszonyitjuk.

@ bazisvektorok: éx, €y, €;
@ koordinatak: x, y, z
@ a P pont helyvektora: Fp = x€x + y€y + z€; [m]

@ tetszbleges vektor: V = vx€x + vy€y + vz€; [T]

Statika targya: merev testekbdl all6 rendszer tartés nyugalménak biztositasahoz sziikséges
kiilsd és belsd er6k meghatarozasa.
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2. Anyagi pont statikaja

2.1 Anyagi pontra hat6 er6 megadasa
a) sikbeli eset (2D):

hatasvonal

tamadaspont

az erévektor F = Fy + Fy = Fxéx + Fy&y [N]
az erd iranyvektora: & F = F&, ahol F = |F| = \/F2 + F?
€ = COS xEx + COS (py €y = COS Y€y + Sin Y&y
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2. Anyagi pont statikaja

b) térbeli eset (3D):
F = Fxéx+ Fy8y + F;é,
iranyvektor:
€ = COS pxEx + COS (py €y + COS Yz E;

|8] = 1 = cos? px + cos? gy + cos? ¢,

két szog fliggetlen, a harmadik
beldlik szamithaté. Az erd nagysaga:

F=|Fl=\/F;+F2+F?

-

F = Fé = Fcosyx éx + Fcosyy €, + Fcosy; €;
N—— N—— N——

Fx F, Fz
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2. Anyagi pont statikaja

2.2 Anyagi pontra haté erérendszer (ER)
a) értelmezés: anyagi pontra hat6 erék dsszessége

ER: Fj;;i=1,2,...,n (adott)
hatasvonalaik iranyvektorai: ;i =1,...,n; || =1
jellemzé: k6zos tamadaspont (k6zos ponton tdmadd ER)

. e = > >
az erbk nagysaga: F; = |Fj| = \/F5 + Ff+F2
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2. Anyagi pont statikaja
b) az ER eredbdje

Ertelemzés: az F;; i = 1,. .., ndb koncentralt eréb6! 4ll6 ER eredbje az erbk 8sszege.

n
F=Fi +F+...+F,=> F
=1
az eredd er6 koordinatai:

n
FX:F1x+F2x+...+an:ZFiX
i=1

n
Fy:F1y+F2y+-~~+Fny:ZFiy
i=1
n
Fz:F1z+F22+v--+Fnz:ZFiz
i=1
igy az eredd

F = Fxéx+ Fy8, + F;é,
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2. Anyagi pont statikaja

c) az anyagi pontra haté ER egyensulya
Ertelmezés: az anyagi pontra haté F;, i = 1,..., n koncentralt erdkbdl allé ER egyensulyi ER, ha
- — — n — —
ereddjuk zérus, vagyis F=F1+ ...+ Fp=> F; =0
i=1
vetileti vagy skalaris egyensulyi egyenletek:

€x: Fix+Fox+...+Fx=0
8 : Fiy+Fy+...+Fy=0 7 3dbegyenlet
€:: Fi;+Fy+...+Fpz=0

d) az anyagi pont tartés nyugalma
Newton |. mozgastérvénye: ha az anyagi pontra haté ER ereddje zérus, akkor az anyagi pont
vagy tartés nyugalomban van, vagy egyenes vonall egyenletes mozgast végez
@ az ER egyensulya szikséges feltétel a tartés nyugalomhoz
@ specidlis esetek:
@ n = 1: egyetlen eré6 — nyugalom nem lehetséges
@ n=2: Fq; F5: egyensuly feltétele, hogy F1 + F> =0 = F;=—F;
jellemzoéik tehat, hogy azonos a hatasvonaluk, a nagysaguk, de ellentétes az iranyuk
e) anyagi pontra hat6 két ER egyenértékiisége
Ertelmezés: két kilonbdzd ER egyenértékil, ha az ereddjiik megegyezik egymassal (csak
anyagi pontnal)
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3. Merev testre hatd erdrendszer

3.1 Koncentralt eré pontra szamitott nyomatéka
a) értelmezés: a P pontban tamado F eré nyomatéka az O pontra: Mo = Fop x F [Nm]
kdvetkezmények:

tamadaspont

hatasvonal

|. eléadas

@ iy L (FOP;F');

irdnya a jobbkézszabaly szerint
Mo nagysaga: |I|7Io| =
|[Fopl|F|sing = |F||Fop|sinp = F - d
N e
d
vagyis er6szor erékar
Az er nem ad
nyomatékot hatdsvonalanak pontjaira
(igazolas: az erd karja zérus lesz).
Az erd a hatasvonala
mentén eltolhato, nyomatéka
nem valtozik. (igazolas: az erot
attoljuk a hatasvonal egy tetsz6leges
pontjaba, az erdkar valtozatlan marad).
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3. Merev testre hatd erdrendszer

b) 6sszefliggés két pontra szamitott nyomaték kdzott

MBZMA+FBAXF:MA+F><FAB
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3. Merev testre hatd erdrendszer

3.2 Koncentralt er6 tengelyre szamitott nyomatéka
a) tengely: iranyitott egyenes, egységvektora: €; |€| = 1, példaul A ponton athaladé a tengely:
€a. Atengely x, y és z tengelyekkel bezart szége rendre ax, ay és az, igy

€2 = COS vx Ex + COS oty €y + COS a2 €
A tengelyre szamitott

nyomaték értelmezése: a P pontban tamadoé

F P
F erd atengelyre szamitott nyomatéka:

Ma= My 8= (FAP x F') .82 [Nm]

1. elbadas 2024. szeptember 10.  14/30



3. Merev testre hatd erdrendszer

kévetkezmények:
@ M;az II7IA vektor merdleges vetlilete az a tengelyre
@ Mj; nagysaga nem fligg az A pont megvalasztasatol:

Ma:MA,.éa:(MA+?A,AXF-).éa:MA.éa+(rA,Axﬁ).éa:MA.éa

@ ha az erd hatasvonala metszi a tengelyt, akkor M, = 0. Igazolas: A rajta van F
hatasvonalan és a-nis, tehat My =0 = Mz =0

@ ha az er parhuzamos az a tengellyel, akkor M, = 0. Igazolas: mivel M, merbleges az F
v.zrére, igy M4 egyuttal mer6leges E,-ra is, igy a két vektor skalaris szorzata 0-at ad:
My, 8, =0.
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3. Merev testre hatd erdrendszer

3.3 Az eropar és nyomatéka

a) értelmezés: az er6part két parhuzamos
hatasvonall, azonos nagysagu, ellentétes
iranyu erdvektor alkotja (a hatasvonalak nem
esnek egybe, de egyetlen sikban vannak)

b) az erdpar ereddje és nyomatéka

@ ereds: F + (—F‘) =0
@ nyomaték a

onntra: MQ:FQP X F:FX F;EO
@ nyomaték a

P pontra: Mp = Fpq x (_F— —FxF

~—

@ nyomaték a tetszbleges O pontra:
Mo:FopXﬁ+FOQX (—ﬁ) =
(FOF’_FOQ) Xﬁ:FXﬁ
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3. Merev testre hatd erdrendszer

kévetkezmények:
@ az erbpar nyomatéka a test/tér barmely pontjara ugyanakkora: M = F x F, nagységa:
|M| = |F||F|sing = F (|F|siny) = Fd
N e’
d
@ az erBpar M nyomatéka a test/tér barmely pontjaba athelyezhetd
@ haismert ndb erdpar, akkor ezek n db nyomatékvektorral egyenértékiiek: My; Mo; . . . ; Mp,

i=1

— — — — no
amelyek dsszegezhetdk, igy az eredd nyomaték: M = My + Mo + ... + My = > M; [Nm]
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3. Merev testre hatd erdrendszer

3.4 Koncentralt erék athelyezése masik pontba: redukalas

a) a redukalt vektorkettés fogalma: a P pontban tamadé F erd O pontba redukalt vektorkettése
az (F‘; ﬂ7’o>o er és nyomatékvektor, ahol Mo = Fop x F [Nm[; és Mo merdleges az F-re.

b) a redukalas megforditasa: ha ismert a tetszéleges O pontban egy egymasra merbleges

F L Mo erd és nyomaték, akkor léteznek olyan pontok, amelyekben az F, My csak az F erbvel

helyettesithets. Ezeknek a pontoknak a mértani helye egy egyenes, amely parhuzamos az F
erével és atmegy P-n. Egyenlete

(F—Fop) x F=0 ahol F=x&+yéy + zé;

Ez az egyenes az Un. centrdlis egyenes.

1. elbadas 2024. szeptember 10.  18/30



3. Merev testre hatd erdrendszer

3.5 A merev testre hato altalanos ER redukalt vektorkettése
statikai egyenértékiiség:

ST

F; Mo

v i
M o;

Tehat adott a P; pontokban tamadé F;, M;, i = 1,2, ..., n altalanos ER.
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3. Merev testre hatd erdrendszer

a) az altalanos ER O pontba redukalt vektorkettése
F,’, M,' éthelyezése P,'b6| O-ba: F,', Mo,' = Fop X F,' és M,‘, i= 1,2,...,n
Ezekkel az ER O pontba redukalt vektorkettdse:

FZ?1+F2+...+’?n=ZF,‘

MO:FOP1 Xﬁ1 +...+Fopn X ’?n+M1 +"'+MHZZ<FOPI X ﬁ,—‘r’i}’,)
i=1

kovetkezmény: a testre haté barmely altalanos ER helyettesithetd egy erbvel és egy
nyomatékkal: (F‘ ; II7IO)O az ER O pontba redukalt vektorkettse
b) a redukalt vektorkettés az A # O pontban

= n -
eredd: F= > F;

=1
nyomaték: My = 3 (rAP,. x Fi+ M,) Mo
i=

M, kiszamitasa Mo ismeretében: My = Mo + Fao x F (lasd 3.1 b))
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3. Merev testre hatd erdrendszer

c) statikai egyenértékiiség: a merev testre haté altalanos ER (F‘,; ;i = 1,...,n> statikailag
egyenértékil egy tetszbleges pontban az odaredukalt vektorkettdsével <F‘ M
egy nyomatékkal)

d) két kilénb6z6 ER egyenértékiisége

@ amerev testre hat két ER:
Q ER: F,,M,, i=1,
Q ER:F;; mj; /_1

@ redukalt vektorkettéseik ugyanabba az O pontba:
ER: (F; M
o ( / O/) o
O ErR: (F ;MO)O

@ a két ER statikailag egyenértékil, ha a redukalt vektorkettésiik azonos egymassal:

o) o (egy erdvel és

L, Fx = F}
F=F : Fy=F 3 db skalaris vagy vetlleti egyenlet
F; =F}

z

_, _ MOX = Mé)X
Mo =My : Moy, = Mg, 3 db skalaris nyomatéki egyenlet
Mo, = MIOZ
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3. Merev testre hatd erdrendszer

3.6 Merev testre hato altalanos ER centralis egyenese

a) értelmezés: a P; pontokban tamadé F;; M;;

i=1,...

, n altalanos ER centralis egyenese

azon pontok mértani helye, amelyekben az ER ereddjével és egy vele parhuzamos nyomatékkal

helyettesithet6
b) a centralis egyenes egyenlete

@ O pontba
redukalt vektorkettds: (F‘ ; II7IO) o

@ az My nyomaték F-fel parhuzamos
és F-re merbleges Osszetevoje:

oy = & (F-io) - F

@ 3.4b) alapjan: Mo, és
F helyettesithetd egy P ponton atmend

egyenes mentén egyetlen F erbvel, az Il7lo” vektort pedig athelyezziik az egyenes P
pontjaba igy a centralis egyenes egyenlete: (r — rop) x F = 0. Masik alak:

FxF= MOL,r_xex—i-yey—i-zez

|. eléadas
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3. Merev testre hatd erdrendszer

c) a centralis egyenes O ponthoz legkdzelebb esd C pontja:
egyenlet:
FOCXF:MOL (F—)Foc)

-
N
o

Foc = %F‘ x Mo [m] (lFocl =dazFerb karja)

a centralis egyenes egyenlete roc ismeretében:

=

FX(F—Foc):a
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3. Merev testre hatd erdrendszer

d) specidlis esetek, az ER-ek osztalyozasa:
@ F=0;My=0 egyensulyi ER — Statika

@ F=0;Mp+#0 egyetlen erépar
@ F£0;My LF azER centralis egyenesében egyetlen erével, az F-fel helyettesithetd
@ F£0; Mo /F altalanos eset: erécsavar a centralis egyenes mentén
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3. Merev testre hatd erdrendszer

3.7 Merev testre hat6 egyensulyi ER, és a test tartos nyugalma
a) értelmezés: a P; pontban haté F;; M;; i = 1,..., naltaldnos ER egyensulyi ER, ha a test
vagy a tér egy tetszéleges pontjaban a redukalt vektorkettés zérus, vagyis

i=1
L . n
F = Z Fi=0 € : F,=3> Fy=0  3dbskalaris eréegyensulyi egyenlet
i=1 I'i‘l
>

€ : My, =0 3 db skalaris nyomatéki egyenlet

n
MO:Z(FOP,XFI+MI):6 e
ez : MOZZO

i=1
0sszesen 6 db egyenlet. Ha az O pontban zérus a redukalt vektorkettds, akkor a test/tér barmely
pontjdban zérus: athelyezés O-bdl A-ba:

{ €: Moy=0

F=0
My= Mo +Fiox F =0
A o +rao

o 0
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3. Merev testre hatd erdrendszer

b) a merev test tartés nyugalma:
A statika alaptétele: egy merev test csak akkor lehet tartdés nyugalomban, ha a testre haté kiilsé
ER egyensulyi

@ az egyensulyi ER sziikséges feltétel a tartds nyugalomhoz, a merevtestszer(i mozgast
(eltolédas és forgas) a tamasztd ER-nek meg kell akadalyozni

@ akilsod ER: terhelés (adott) és a tAmasztasoknal fellépd tdmasztd ER (keresett)
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3. Merev testre hatd erdrendszer

3.8 Merev testre hato specialis ER-ek egyensulya
a) sikbeli erérendszerek
ismert: P;, F‘,-, II7I,, i=1,...,nsikbeli
ER, most F; = Fix&x + Fj &y, M; = M;é;
@ az ER O pontba redukalt vektorkettdse:
— no_ - —
F = Z F,' = Fxéy + FyEy,
i=
— I n - = — —
My = E (rOF’; x Fi + M,‘) = Mpe;
=
@ egyensulyi ER

n
. R FXZZFIXZO
F=0=> =
Fy=>% Fy=0
i=1

Mo=0=My=0
@ centralis egyenes: Mo L F mindig
fennall, ezért az ER egyetlen erdvel, az

F eredbvel helyettesithetd a centralis
egyenesben
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3. Merev testre hatd erdrendszer

b) merev testre haté két eré egyensulya

adott: Py; Fy, keresett: Pp; F2 ugy, hogy az ER egyensilyi legyen
egyensu|y| ER: F1 + F2 =0= F2 - *F1,
Mo = G barmely pontra.

kdvetkezmény: P; rajta van az Fy hatasvonalan (barhol), F» pedig F1 nagysagaval azonos, de
ellentétes iranyd
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3. Merev testre hatd erdrendszer

c) merev testre haté harom nem parhuzamos erd egyensulya

F

41

eréabra

FHer F

helyzetabra

adott: Py; Fy; Py; Fy; keresett: Py; F3, ha ez ER egyensilyi
egyensulyi ER: Fy + Fo + F3 =0 = F3 = — (F] + I:‘z)
Mo = 0 = F3 hatasvonala azonos F; + F, hatasvonalaval
kdvetkezmény:

@ azonos sikban vannak

@ hatasvonalaik egyetlen pontban metszddnek

@ eredbjuk zérus kell legyen — erdabraban nyilfolyam folytonos
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3. Merev testre hatd erdrendszer

d) harom parhuzamos erd egyensulya
adott: Py (x1); Fy; P2 (x2); Fa,

keresett: P; (x3); F3, ha az ER egyensdlyi \Vop
egyensllyiER: Fy + F + F3 =0 = /LN\FQ
F3=— (F1 +F2) =—(F +F)é
MO —0= Fix18; + Fox2€; — F3x36; Q

Fixi+Foxs . - >
X3 = %’ Fs=F+F L1 XT3 |22 z
megoldas masként x3-ra:
nyomatéki egyenlet a Q(x3; 0) pontra L
MQ=—F1aéz+F2béz=0:>F1a=F2b VF
F_b §
F, 7 a a b

a=x3—X;b=x2—x3
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