Matematikai osszefoglal6

1. Vektormiiveletek

1.1. Vektorok értelmezése, megadasa

A vektorok iranyitott szakaszok, melyeknek ennek megfelelGen iranya, nagysiga és tama-
daspontja van. Ezeket valamilyen koordinata-rendszerben (KR) adjuk meg. A tovabbiak-
ban alapvet&en a Descartes-i derékszogt koordinata-rendszert (DDKR) fogjuk hasznélni,
melynek megadasahoz egységnyi hossziisagu tn. bazisvektorokat definialunk, ezek €,, €,
és €,. Ezek a vektorok egymasra kolecsonosen merdlegesek és jobbsodrasuak. Egy tetszo-
leges vektort a KR-ben annak 3 koordinataja és a bazisvektorok altal képzett linearis
kombinacioval adjuk meg (az adott koordinatat a hozza tartozod egységvektorral Gsszeszo-
rozzuk, ezeket a szorzatokat pedig Osszeadjuk), vagyis egy tetszéleges a@ vektor megadésa
a kovetkezd

a = a,€, + a,€, + a.€,. (1)

Egy tetszéleges vektor hosszat a koordinatak négyzetosszegébdl vont négyzetgyok segit-

ségével tudjuk meghatarozni
a=|d| = /a2 + a2 + a2. (2)

Lathato, hogy ezt tobbféleképpen is jelolhetjiik, vagy elhagyjuk a vektorjelet, vagy a
vektort abszolut értékbe tessziik, mindkét jeldlés helyes. Ha szeretnénk meghatarozni egy
vektor egységvektorat, a vektort el kell osztani a hosszaval

(3)

Példa: Legyen adott az ¥ = 8€, — 3€, + 5€. m helyvektor. Hatérozzuk meg a vektor
hosszat, majd szamitsuk ki az egységvektorat! A egyenlet alapjan a vektor hossza

r=|7r| =v8 432 +52=+v98 = 9,899 m. (4)
A egyenlet pedig az egységvektor szamitésat teszi lehetévé, vagyis

¥ 88, — 36, +5¢. m ) ) ;
— = x 9 9 zZ- 5
5550 m 0,8086, — 0,303€, + 0,505€ (5)

—

€. =

|7

Ez utobbibol jol latszik, hogy az egységvektornak nincs mértékegysége, mas szdval dimen-
ziotlan mennyiség. Gyakorlasként ki lehet szamolni az egységvektor hosszat is, a kerekitési
pontatlansédgok miatt az eredmény kozel 1-gyel kell megegyezzen (természetesen ha az ér-
tékeket pontosan helyettesitjiik be, épp 1 lesz a vektor hossza).
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1.2. Vektorok osszeadasa

Két vektort gy adunk Ossze, hogy a megfelels koordinatéaikat osszeadjuk

E=ad+b=(a,+Db,)& + (a,+b,) &+ (a.+b.)E.. (6)
N—— N—— N——

Geometriailag két modon tudjuk a vektorokat dsszeadni (I} abra). Az egyik modszer, hogy
k6z0s kezdGpontba toljuk a két vektort onmagukkal parhozamosan, majd kiegészitjiik Sket
egy paralelogrammava (a [l abran szaggatottal jelolt alakzat, bal oldali 4bra), és a kozos
kezd&pontbol kiinduld atlo lesz az Osszegvektor. A masik lehetGség, hogy az a vektor
végpontjaba toljuk a b vektor kezdSpontjat. Az Osszegvektor igy az d kezdSpontjabol
ab végpontjaba mutato vektor lesz (a . abran a jobb oldali abra), mely ugyanazt az
osszegvektort jelenti, mint az els§ modszer esetében.

1. 4bra. Az @ és b vektorok Osszege.

1.3. Vektorok kiilonbsége
Két vektor kiilonbségének kiszamitasa ugyanigy torténik, mint az 6sszeadésa

é=d—b=(a,—b,) & + (a,—b,) & + (a. — b.) E.. (7)
N—— —— S——
Ca cy cz
Geometriailag itt is két modszer all a rendelkezésiinkre (2| dbra). Az egyik lehetdség, hogy
kozos kezdGpontba toljuk a két vektort, és a kiillonbségben masodik helyen all6 vektor
(kivonandé vektor, itt 5) végpontjabol az els§ helyen allo vektor (kisebbitends vektor,
itt @) végpontjaba mutato vektor lesz a kiilonbségvektor . abra bal oldali abraja). A

masik lehet&ség, hogy felvessziik a —b vektort, és az el6z6 pontban ismertetett moédon
hozzaadjuk az @ vektorhoz (2l 4bran jobb oldalon).

1.4. Skalaris szorzas

Definici6 szerint két vektor skalaris szorzata a kovetkezd kifejezést jelenti

@-b=|d||blcosa =\, (8)



QL

2. abra. Két vektor kiillonbségének abrazolasa.

a

b

3. dbra. Az a és b vektorok abrazolasa.

ahol « a két vektor altal bezart szog (3] abra). A skalarszorzas jele -, eredménye pedig egy
skalar szam (itt \). A definiciobol kovetkezik, hogy ha két vektor parhuzamos egymassal,
vagyis a kozbezart szogiik zérus (o = 0), akkor a skalarszorzas eredménye épp a két vektor
hosszénak szorzata lesz (mivel cos 0° = 1, fgy @-b = |d@||b|-1 = ab). Ebb6l kévetkezik, hogy
két azonos bazisvektor szorzata éppen 1-et ad (€, - €, = |€,||€;|cos0°=1-1-1=1). Ha
két tetszGleges vektor épp merdleges egymasra (vagyis o = 90°), akkor a skalarszorzatuk
eredménye 0 (mivel cos 90° = 0, ezért @-b = |@l||b|-0 = 0). Kovetkezmény, hogy két kiilon-
b6z6 bazisvektor skalaris szorzata szintén zérus, mivel paronként merélegesek egymésra
(példaul €, - €, = |€,||€.| cos90° =1-1-0 = 0). Tovabbi tulajdonsaga a skalarszorzasnak,
hogy kommutativ, vagyis a szorzas tagjai felcserélhetéek, az eredmény ugyanaz marad
(@-b=0b-d@=\). Ha szeretnénk két vektor skalaris szorzatat kiszamitani a koordinatéik
ismeretében, azt a kovetkezSképp tehetjiik meg

a-b=(a,€,+a,€,+ a.€,)- (b€, + b€, +0.€,) =
=a,b, €, - €, +a,b, é, - €,+a,b. €, €, +a,b, €, €, +a,b, €, -€,+a,b. €, -€,+
1 0 0 0 1 0
+a,b, €, - €, +ab, €, -€,+ab, €, €, = a,b, + ayb, + a,b, = A,
0 0 1

tehéat a megfelel§ koordinatékat Gsszeszorozzuk, a szorzatokat pedig Gsszeadjuk.
Példa: Legyen adott két vektor: ¢ = 6€, + 8€, m, d = 5€, + 12€, m. Hatarozzuk meg a



skalar szorzatukat és a kozbezart szogiiket! A (9) egyenletet kihasznalva
A=é&d=6-0+0-5+8-12=96 m’. (10)

Mivel az eredmény nem 0, ebbdl kovetkezik, hogy a két vektor biztosan nem meréleges
egymasra. Hogy mégis mekkora szdget zarnak be egymaéssal, azt a egyenlet atrende-
zésével kapjuk

é-d 96 m> 96
cosa = — 2 — - - — 0,738, (11)
dld V@tV i122m?  10-13

ebbdl pedig a szog o = 42,399°.
Példa: Allapitsuk meg, hogy az @ = 10€, + 24€, valamint a b = —12€, + 5€, vektorok
merdlegesek-e egymésra! Ehhez megint szamitsuk ki a skalar szorzatukat

A=a@-b=0-0+10-(—12)+24-5=—120+ 120 = 0. (12)

Mivel a skalarszorzat értéke 0 lett, ezért a két vektor merdleges egymaésra.

1.5. Vektorialis szorzas

Két vektor kozott a vektorialis szorzéast a x (ejtsd: kereszt) jeloli. Két vektor vektorialis
szorzatanak eredménye szintén vektor lesz

ixb==¢ (13)
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4. abra. A vektorszorzas értelmezése, eredménye.

Az eredményvektor merdleges a két Ssszeszorzott vektor altal kifeszitett stkra (4 abran
sargaval jelolt sik), és a szorzas sorrendjében haladva jobbsodrast rendszert alkotnak.
Emiatt a vektorszorzds NEM kommutativ, vagyis a tagok felcserélésével nem ugyanazt az
eredményt kapjuk (@ x b= —bx a). Az eredményvektor hosszat kifejezve a kovetkezs
Osszefiiggés all fenn

|é| = |@ x b| = |d@||b] sina. (14)



Ez alapjan ha a két vektor parhozamos egymassal, vektorszorzasuk eredménye nullvektort
eredményez (vagyis o = 0, tehét |€] = |@ x b| = |@||b| sin 0° = 0, tehat az eredményvektor
hossza 0). Ha a két vektor merdleges egymasra, az eredményvektor hossza épp a két vektor
hosszénak szorzata lesz (vagyis a = 90°, tehat |é| = |@ x b| = |@||b| sin 90° = |@||b| = ab).
Ezek alapjan a DDKR bazisvektorainak vektorszorzatai a kovetkezd eredményeket ad-
jak. Ha két azonos egységvektort szorzunk ossze vektoridlisan (mivel egy vektor 6nma-
gaval parhozamos), ezért annak az eredménye nullvektor lesz (példaul €, x €, = 6) Ha
két kiilonboz6, vagyis egymasra meréleges egységvektort szorzunk ossze vektorialisan, az
eredmény hossza egységnyi (példaul |€, x €,| = |€,||€,|sin90° = 1-1-1 = 1), és me-
réleges kell legyen a két vektorra (mivel jobbsodréasu rendszert alkotnak a béazisvektorok,
és a vektorszorzas két vektora valamint az eredmény is, ezért két kiilonbozd egységvektor
vektorszorzata a harmadikat adja eredményiil pozitiv elGjellel, ha a jobbsodrasnak meg-
felel6en szorozzuk Gket Ossze, és negativ elGjellel, ha a jobbsodrassal ellentétes iranyban
szorozzuk Gket Gssze). Tehat két kiillonb6z6 egységvektor szorzasabol a kovetkezs eredmé-
nyeket kapjuk

€, X E,=€,, €,XEé,=—€,,
€, X €, =€,, €,XE,=—€,, (15)
€. X €, =€, €E,XE,=—€,.

Két vektor vektorszorzatat tobbféleképp ki lehet szamitani, mi itt két modszert fogunk
ismertetni. Az els6 a determinans kifejtéses modszer. Praktikusan ez azt jelenti, hogy
képeziink egy 3 x 3-as determinanst, melynek elsé sordban a bazisvektorokat vessziik
fel, a masodik soraban a vektorszorzas els tagjanak koordinéatait, a harmadik sorban a
vektorszorzas masodik tagjanak koordinatait, majd ezt a determinénst kifejtjiik az elsd
sora szerint. Nevezetesen

é & &
c=dxb=|a, a, a,|= (16
b, b, b, )

= €é,(ayb, — ab,) — €,(azb, — a.b,;) + €.(ab, — a,b,).

A maéasodik médszer pedig a egyenleteken alapul. A két vektort leirjuk egymaés mellé,
és minden tagot minden taggal Gsszeszorzunk, majd egyszertsitiink, amit lehet
E=a x b= (0,8, + a,€, + a.€.) x (b€, + b,€, + b.€.) =
= a,b,; €, xX €, +a,b, €, x €, +a,b, €, x €, +a,b, €, X €, +a,b, €, X €, +

0 é. —€y —&. g

+ayb. €, X €, +a.b, €, X €, +a.b €, X €,+a.b. €, x €, =
N—— N——
&x €y —& 0
= €,(ayb, — a.b,) — €,(azb, — a.b,) + €,(ab, — a,b,),

igy ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a egyenletben. A mechanika oktatasban mi
altalaban ez utobbi modszert szoktuk hasznalni, mivel alapvet&en kevesebb, vagy ugyan-
annyi munkaval és idével ugyanigy eredményre vezet, mint a determinans kifejtése. Még
egy fontos tulajdonsag az eredményvektor hosszat tekintve, hogy ennek a hossznak a mé-
részama megegyezik a két vektor altal kifeszitett paralelogramma teriiletével . abran
sargaval jelolt sikidom)

€| = |@ x b| = absina = T. (18)

5



Példa: Legyen adott két vektor: @ = 3€, —5€,+6€, m; b= 2€, —4e, m. Hatarozzuk meg
az @ xb vektorszorzatot, az a és b vektorok 4ltal kifeszitett paralelogramma teriiletét és a
kozbezart szogiiket! Szamitsuk ki a b x @ vektorszorzat eredményét is! A egyenletben
ismertetett modon a kévetkezoket irhatjuk (a zérussal egyenls tagokat mar nem irjuk ki)

@ x b= (36, — 58, + 6E.) x (26, — 4€.) =
=3-(—4)€, x €,+(—5)-2€, x €, +(—bH) - (—4)€, x €, +6-2€, X €, =
N—— —— —— N——

- N —

—€y —é, = €y

= 208, + 24€, + 10€, m* = é.

(19)

Az eredmény alapjan felhasznélva —at az @ és b altal kifeszitett paralelogramma terii-
lete

T = |&| = V202 + 242 4 102 = 32,802 m>. (20)
A kozbezart sz6g meghatarozasahoz sziikségiink van az @ és b vektorok hosszara is

|@| = V32 + 52 + 62 = 8,367 m,

. (21)
|b] = V22 + 42 = 4,472 m.
Megint felhasznélva a egyenletet irhatjuk
¢ 32,802 m?
sina = 1 _ A 877, (22)

Jd@||b] 8367 m-4,472 m

mely alapjan a szog: a = 61,24°. Tehat jol lathato, hogy a vektorialis szorzat is alkalmas

a két vektor altal bezart szog szamitasara. Most hatarozzuk meg a b x a@ vektorszorzatot
bx a= (28, —48&.) x (3, — 5€, + 6&.) =

=2-(—H)€é, x€,+2-6€, x€,+(—4)-3€, x€,+(—4)-(-H)€, x €, =

(=5) €, x €, +2-6€, x & +(-4) -3¢ +(=4) - (=5) y (23)

- =1 =1 —

€. —€y €y —€z

= —20€, — 24€, — 10, m* = —¢,

tehéat ez a vektorszorzéas valoban —c-t eredményezi. Gyakorlasként meg lehet oldani a
példat a determinans kifejtésével is.

1.6. Vegyes szorzas

Héarom vektor vegyes szorzatat a kovetkezé modon értelmezziik
(@xb)-é=a-(bx &)= (abé) =\ (24)

A miiveletet kétféleképpen is elvégezhetjiik. Az elss, hogy a definicié alapjan sorban elvé-
gezziik a kijelolt miveleteket (mivel a vektorszorzas zardjelben szerepel, azzal kezdiink,
majd az eredményvektort skalarisan Osszeszorozzuk a harmadik vektorral), vagy pedig
determinans kifejtésével is elvégezhets a két miivelet egyszerre oly moédon, hogy a mive-
letben szerepld vektorok koordinatait sorban beirjuk a determinéns soraiba (els§ sorba az
elsg vektor 3 koordinatajat, masodik sorba a mésodikét, és igy tovabb)

. g a, a,
(@abé) =| b, b, b, |, (25)
Co Cy Co



a determinénst pedig kifejtjiik. Fontos tulajdonsag, hogy

(abé) = (béa) = (¢db) = —(@ch) = —(bad) = —(&ba), (26)
tehét ha a vektorok sorrendjét oly modon cseréljiik, hogy az elsé helyen szereplét az utolsod
helyre irjuk, az eredmény nem valtozik, viszont ha két szomszédos vektort cseréliink meg,
akkor ellenkezd elgjeliivé valik az eredmény (ebben a példaban lesarkitva, ha tartjuk az abc
sorrendet, akkor marad az elgjel, ha nem tartjuk az abc sorrendet, cserélédik az elGjel). A

vegyes szorzas eredménye egy skalar szam, melynek geometriai jelentése is van, a harom
vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat kapjuk abra). Ebbdl kovetkezik egy

oL

a

5. abra. A harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon.

szintén fontos tulajdonsig, ha a harom vektor egyike sem 0 vektor, de a vegyes szorzatuk
0, ez csak abban az esetben lehetséges, ha a 3 vektor egy sikban helyezkedik el.

Példa: Legyen adott 3 vektor: @ = 3€,+5€,; b= 6€,—2€,; ¢ = €,—T7€,+7€,. Hatarozzuk
meg az (&I;E) vegyes szorzat értékét a kijelolt miiveletek elvégzésével, majd szamitsuk ki
a (565) szorzatot a determinans kifejtésének modszerével. Egy sikban helyezkedik-e el a

3 vektor?
Elgszor is hatarozzuk meg az (abé) vegyes szorzat értékét a vegyes szorzas értelmezése
alapjan, tehat .
(@bé) = (@ x b)-¢é (27)
modon. ElGszor szamitsuk ki a vektorszorzas eredményét, mely
@ x b= (3¢, +586,) x (66, — 2€.) =
=3-66, x€,+3-(—2)€, x€,+5-(—2)€, x €, = (28)
= —10€, + 6€, + 18€.,
majd az igy kapott vektort szorozzuk meg skalarisan ¢é-vel
(@ x b) - &= (—10&, + 6€, + 18€.) - (€, — 7€, + T&.) =

— (<10)-146-(—7) +18-7 = Td. (29)
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Most szamitsuk ki a (E&l;) vegyes szorzatot determinans kifejtésével (példaul utolséd sor
szerint), tehat

B Cx Cy Cs 1 -7 7
(Gab)=|a, ay a, |=|3 5 0 |=

=0-[(-7)-0-5-7]—6-[1-0-3-7]—2-[1-5—3-(=7)] = 74.

Tehat lathato, hogy mivel a vegyes szorzasban a tagok "abc" sorrendje maradt, ezért a
kétféle szamitas ugyanarra az eredményre vezetett. Mivel a szorzés értéke nem 0, ezért a
harom vektor nincs egy sikban, kifeszitenek egy térbeli testet, mely térfogatanak mérs-
szama 74.

1.7. Vektorok kétszeres vektorialis szorzata
Héarom vektor kétszeres vektoridlis szorzatan a kdvetkezd miiveletet értjiik
(@ x b) x é=d. (31)

Ezt a mitveletet elvégezhetjiik a szokasos modon a zardjelek figyelembevételével, illetve a
kifejtési tétel segitségével is, mely alapjan

S

(@xb)xé=b(a-& —adb-e). (32)
Talan ugy a legegyszertibb megjegyezni, hogy el6szor leirjuk a zarojelbdl azt a vektort,
amelyik a harom vektor koziil kozépen all (most 5), majd ezt megszorozzuk a mésik két
vektor skalar szorzatéval (@-€), majd vessziik a zardjelben allo méasik vektort (@), és ezt is
megszorozzuk a masik ketts skalar szorzatéaval (I; ), és ezt az el6z6 szorzatbol kivonjuk.
Ezen logika mentén irhato példaul, hogy

dx(bx¢) =bl@-é —cd-b). (33)

Az eredményekbdl jol latszik, hogy a végeredmény egy vektor lesz.

Példa: Hasznaljuk az el6z6 példaban adott vektorokat: @ = 3€, + 5€,; b= 6€, — 2€.;
¢ = €, — 7€, + T7€,. Hatarozzuk meg a d = (@ x b) x & szorzatot a vektorszorzésok
elvégzésével, majd szamitsuk ki a kifejtési tétel segitségével is! Gyakoroljuk a kifejtési
tételt a £ = (b x &) x @ szorzat meghatarozasévall

El6szor is hatarozzuk meg vektorszorzasokkal a d vektort. Elss lépésként meghatarozzuk
a zarojelben allo szorzatot

ax b= (3, +586,) x (66, — 26.) = —10&, + 6, + 18€.. (34)

Kihasznalhatjuk, hogy az el6z6 példaban ezt a szorzatot mar meg kellett hatarozni. Igy
a d vektor

QUL

— (@ x b) x &= (—10€&, + 6€, + 18€.) x (€, — 7€, + T&.) =

= (=10) - (=7)€, x &, + (—10) - 7€, x €, + 6 - 1€, X &,+
+6-7€, x €, +18-1€, x €, + 18- (=T7)€, x €, =

= 70€, + T0€, — 6€, + 42€, + 18€, + 126€, = 168€, + 88€, + G4€..
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Most hatarozzuk meg a kifejtési tétellel is a d vektort
d=(@xb)xé=b(@-é& —db-& =
(6e, —2€,)(3-1—-5-74+0-7)—(3€,+5€,)(0-1—-6-7T—2-7) =
32 56
= —192é, + 64€, + 168€, + 280€, = 168€, + 88€, + 64€..

(36)

Lathato, hogy ugyanazt az eredményt kaptuk. Szamitsuk ki a £ vektort is a kifejtési tétellel

{=(bxé)xa=2¢b-a)—bc-a)=
= (€, — 7€, +7€.)(0-3+6-5-2-0)—(6€, —2€,)(1-3-7-5+7-0) =

30 —\BFQ
— 30&, — 2108, + 210&, + 192€, — 64&, = 30, — 18¢, + 146&..

(37)

2. Tenzoralgebra

Aki korabbi BSc-s tanulméanyai soran tanult Szilardsagtant, annak ez a fejezet is ismétlés
lesz, aki viszont nem, annak pedig igyeksziink megfelel6 matematikai alapot adni ezzel
a fejezettel ahhoz, hogy a Rugalmassagtan tanuldsa konnyebb legyen. A mechanikdban
szamos fizikai jellemzd leirasara mar nem elegendd egy koordinata (skalar érték), vagy 3
koordinata (vektor), hanem sziikségiink van ennél tobb fiiggetlen koordinatat is tartal-
maz6d mennyiségek hasznalatara, erre szolgalnak a tenzorok, ezek matematikai leirasara
pedig a méatrixok. A tenzor egy linearis vektor-vektor fiiggvény, két vektor kozott teremt
kapcsolatot. Tekintsiik 4t a tenzorokkal kapcsolatos miiveleteket.

2.1. Vektorok diadikus szorzata

Ertelmeziink egy tjabb szorzéast két vektor kozott, ez pedig a diadikus szorzas. Jele a o
vagy nem frunk a két mennyiség kozé semmilyen miiveleti jelet. Mindkét esetben a két
mennyiség kozott diadikus szorzast értelmeziink. (Megjegyzés: a matematikdban sajnos
helyteleniil jelolik két skalar szam, illetve egy skalar és egy vektor szorzatat, amennyiben
- -ot tesznek kozéjlik, ugyanis két skalar kozott, illetve egy skalar és egy vektor koézott
kizarolag diadikus szorzast lehet értelmezni. Példaul a 3 - 3 = 9 szorzat ebben a forma-
ban elvileg helytelen, valojaban igy lenne a helyes: 3 0 3 = 9.) Tehat két vektor diadikus
szorzatat a kovetkez6 modon jeloljiik: @ o 5, vagy ELI;, mindkét jelolés ugyanazt jelenti,
és a mivelet eredménye egy tenzor lesz. A tenzorokat altalaban nagy latin vagy gorog
betiikkel fogjuk jelolni, és kétszer alahtizzuk (pl.: U, A, ¥). Egyetlen tenzor esetében lesz
ettdl eltérés, az egységtenzort 1-ként fogjuk jeldlni. Ahhoz, hogy két vektor diadikus szor-
zatat felirjuk, és ki tudjuk szamitani, a vektorokat is matrixosan kell kezelni. Egy vektor
megadasa altalaban oszlopvektorként torténik, egymés ala irva a harom koordinatajat.
Ilyenkor a vektort szogletes zardjelbe tessziik ezzel is jelezve, hogy kiirjuk a matrixat,
példaul

@ =1 a, |. (38)



A vektorokat sorvektorként is megadhatjuk, ennek elGallitasara szolgéal a transzponalés
miivelete, melyet a vektor felsé indexébe irt "I bettivel jelziink, tehat

[&T] =la, ay a.]. (39)

Két vektor diadikus szorzatanak elvégzéséhez a matrixok szorzasanak szabalyaira van még
sziikségiink. A diadikus szorzas elvégzése tehat tgy torténik, hogy a szorzat elsé tagjat
oszlopvektorként, a masodikat sorvektorként irjuk fel, és a matrixszorzas szabélyainak
megfelelGen elvégezziik a szorzast. Ezt gy célszerid kezdetekben felirni, hogy az elsé vek-
tort oszlopba irjuk, a masodikat pedig téle jobbra és felfelé sorvektorként irjuk fel, hogy
a két vektor igy egy 3 x 3-as matrixot szegélyezzen, tehat az alabbi formaban:

[ b by b: ]
A] = [aob|=falb | = | © . (40)

A matrix szorzés szabdlyainak megfelelGen a bal oldali matrixbol vessziik az els6 sort
(zolddel jelolve), a felssbol pedig az elss oszlopot (kékkel jelolve), dsszeszorozzuk Gket, és
ez adja az eredmény 11-es (ejtsd: egy-egyes) elemét (pirossal jelolve), vagyis az els§ sor
els6 oszlopaba keriils eredményt:

by b, b.
4] = [506] — (@] [BT] _ Zy e . (41)
a,

Kovetkezs 1épés, hogy az els§ matrix elss sorat valasztjuk (z6ld), a fels§ matrix méasodik
oszlopat (kék), dsszeszorozva kettdt kapjuk az 12-es (ejtsd: egy-kettes) elemet:

[ b b, b. ]
Al =[aob| =lal[6']= | | | =" | (42)
Y
a,

és igy tovabb. Végiil a kovetkezd 3 x 3-as tenzort kapjuk eredménytiil:

[ b, b, b, }
2 e [T Qg azb, azb, a,b,
[é] - [ao b] = la] [b ] | ayby aybz ayb, | (43)
a, a.b, a.b, a.b,

Egy tenzorban megkiilénboztetjiik a fgatlot és a mellékatlokat. A f6atlo a bal fels elem-
t6l a jobb also elemig terjedd atlo és az atlo altal lefedett elemeket értjiik alatta, tehat
a (43) egyenletben a f6atlo elemei: a,b,, a,b, és a,b, Az Gsszes tobbi elem a mellékat-
lokban helyezkedik el. Ezek alapjan a transzponalds mitveletét Ggy értelmezziik, hogy a
f6atlo elemei maradnak eredeti helyiikon, a mellékatlobeli elemeket pedig erre a féatlora
szimmetrikusan megeseréljiik, igy a fenti A tenzor transzponaltja a kévetkez6képp néz ki

azby ayby ayby
@T] = | asby ayb, a.by |, (44)
agb, ayb, ab,
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vagy mésképp fogalmazva az eredeti tenzor oszlopai a transzponélast kovetGen sorokba
lettek rendezve. A diadikus szorzas egyik tulajdonsaga, hogy nem kommutativ, vagyis a
tagok felcserélésével nem kapjuk vissza az eredeti tenzort, hanem annak épp a transzpo-

naltja lesz az eredmény . .
A=daob, éT:bod. (45)

A tenzorok elemeit altaldnosan egyetlen bettivel jeloljiik, és két indexszel latjuk el, annak
megfelelGen hogy hanyadik sor hanyadik oszlopédban talalhato elemrdl beszéliink. Tehét
az A, (vagy Ajp) elem az A tenzor elss soranak els§ oszlopaban talalhato elem. Nézziik,
milyen eredménnyel jar, ha a DDKR bazisvektorait szorozzuk ssze diadikusan. Harom
példat néziink meg

[ 1] [1 0 0]
[€,0€]=|0|[100]=]00 0],

| 0 0 0 0

[ 1] [0 1 0]
[€,08]={0|[0 1 0]=|00 0], (46)

|0 | 0 0 0 |

[0 ] [0 0 0]
[€.0€]=|0|[010]=]000

1 | 0 1 0|

A bazisvektorok diadikus szorzataibol 6sszesen 9 kiilonb6z6 tenzor allithato els, melyekbsl
3-at mutattunk be.

Példa: Adott két vektor: @ = 6€, —4€, és b= —5€, + 2€.. Hatdrozzuk meg az B = d@o b
tenzort, illetve a b o @ szorzatot! Hatarozzuk meg a C' = @ o €, tenzort is!

A B tenzor meghatarozasahoz most is irjuk fel az elsg vektort oszlopban, a masodikat
jobbra felfelé sorban, hogy kialakuljon a 3 x 3 tenzor, és a fent ismertetett modon a métrix
szorzas szabalyainak megfelelGen végezziik el a miiveletet

[-5 0 2
[B] = [505} = la] [ET} - g —(:)%0 8 102 ' (47)
—4 20 0 —8

Most végezziik el a b o @ szorzatot is, vagyis most oszlopba a b vektort irjuk, mig sorba
az a-t, tehat

[0 6 —4 |
Bea] =[] = | | |0 0 o | =) @
2 0 12 -8

Tehét elvégezve ezt a szorzést azt latjuk, hogy az el6z6 B tenzor oszlopai az 4j tenzor sora-
iba kertiltek, vagyis tényleg a B tenzor transzponaltjat kaptuk a két vektor felcserélésével.
Most nézziik a C tenzort

[0 1 0]
Cl=laoe)=l@el]=| o | |o o o (49)
—4 0 —4 0
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Igy lényegében annyi tortént, hogy egy 3 x 3-as méatrix masodik oszlopaba rendeztiik
az a vektort. Ezt késsbb ki fogjuk hasznélni. Természetesen, ha €,-szel szorzunk meg
diadikusan egy vektort, akkor a tenzor els6 oszlopaba keriil be a vektor, ha pedig €.-vel,
akkor pedig a harmadik oszlopba keriil a vektor. Forditott sorrendben, ha az egységvektor
van el6l, akkor pedig a megfelel6 sorba keriil be a vektor.

2.2. Két tenzor osszeadasa

Két tenzor Osszegét/kiilonbségét ugy értelmezziik, hogy az azonos pozicibban 16vé ele-
meket Osszeadjuk/kivonjuk, eredményiil pedig az eredetivel megegyezd méretd tenzort
kapunk
@} - [é + é] =| Ap+ By Ay+By,, A.+B,. |. (50)
AZZL’ :i: Bzm AZy :l: BZy AZZ :i: BZZ
Az 6sszeadas kommutativ, a tagok felcserélésével ugyanazt az eredményt kapjuk
D-A+B=B+A (1)

Két tenzort csak akkor tudunk 6sszeadni, ha azonos méretiiek, igy az eredmény mérete is
ugyanaz lesz.
Példa: Adjuk 6ssze az A és B tenzorokat, majd képezziik a kiilonbségiiket is.

3 10 —4 5 —8 =9
[A]=| 0 6 5 |, [B]=|13 11 1 |[. (52)
-2 12 -7 6 0 -1
Az két tenzor Gsszege a fent emlitett szabély alapjan tehat
345 10+ (—8) (—4)+(-9) 8 2 —13
C]=[A+B]=| 0+13 6+11 5+1 = |13 17 6 |, (53)
(=2)+6 1240  (=7)+ (-1 4 12 -8

és a két tenzor kiilonbsége
3—5 10—(-8) (—4)—(-9) -2 18 5
[D]=[A-B]=| 0-13 6-11 5-1 =| -13 =5 4
(=2)—6 12—-0 (=7)—(-1) -8 12 —6
(54)

2.3. Tenzor skalarral vald szorzasa

A szabaly ugyanaz, mint vektorok esetében, ha egy tenzort skalar szdmmal szorzunk meg,
akkor a tenzor minden elemét meg kell szorozni ezzel a szdmmal
Ny Mgy Mg,
[T] = [DA] = | M, A, M, | . (55)
M., AL, M.

Példa: Az el6z6 példabol vett A tenzort szorozzuk meg 8-cal:

8-3 8-10 8-(—4) 24 80 —32
[F]=8A=| 80 86 85 |=| 0 48 40 |. (56)
8-(—2) 8-12 8-(-7) —16 96 —56
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2.4. Tenzor diadikus alakja

Két vektor diadikus szorzatat gy is elvégezhetjiik, hogy a két vektort leirjuk egymas
mellé, és minden tagot minden taggal 0sszeszorzunk

A=dob=(a,€ +a,€, +a.€.)o (b€ +b,€ +a.€E.)=
= a,b,€, 0 €, +a, b€, 0€,+ a,b.€,0€, +a,b,€,0¢€,+ a,b,€, 0€,+ (57)

+a,b.€,0€, +a.b,€,0€, +a.bE,. o€, +a.b.€ 0é€..

Ha ebbe az egyenletbe beirjuk a matrixokat, és azok mintajara képezhets tovabbi
hat matrixot a bazisvektorok diadikus szorzatai alapjan, majd ezeket megszorozzuk az
elottiik allo koordinataval, és végiil osszeadjuk az igy kapott tenzorokat, az eredmény meg
fog egyezni a matrixszal. Fontos tulajdonséag, hogy

(@Gob)-é=d(b-&). (58)

Ez alapjan ha a egyenletben a diadikus szorzatot megszorozzuk skalarisan az egyik
bazisvektorral, akkor a kovetkezét kapjuk

A € =(dob)-& =d(b- &)= ab, = a,b,&, + a,b,é, +a.bé. = A,, (59)

ez pedig nem mas, mint az A tenzor elsé oszlopa egy vektorba rendezve. Hasonléan a

méasodik és harmadik oszlopot is vektorba lehet rendezni: Ay =A-€, ¢s AZ =A-€.
Ha pedig ezeket az egyenleteket Osszevetjiik a -es egyenlettel, akkor az oszlopvektorok
segitségével felirhatd a tenzor diadikus alakban

A:Axoéx+jyo§y+ﬁzoéz,

1A, 1A, A,
gby g, agb. (60)
@ = | ayby ayb, ayb,

a,b, ab, a.b,

2.5. Tenzorok (egyszeres) skalaris szorzasa

Két tenzor (egyszeres) skalaris szorzasat a matrix szorzas szabalyainak megfelelGen kell
elvégezni. Megint segitségképp irjuk az elsé matrixot le, majd téle jobbra felfelé a maso-
dikat:

[ Bzx Bazy Ba:z 1
gyw gyy gyz
E] = gé] = Ao Ay Age SR I (61)
Ayw Ayy Ayz
Azx Azy Azz | |

A matrix szorzas szabélya értelmében vessziik a bal oldali matrix elsd sorat (ismét zolddel),
illetve a fels6 matrix els6 oszlopéat (kék), és Osszeszorozzuk a sor és oszlop elsG elemét,
leirjuk, majd Osszeszorozzuk a sor méasodik elemét az oszlop masodik elemével, végiil a
sor harmadik elemét az oszlop harmadik elemével, majd ezeket a szorzatokat osszeadjuk
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(tekintsiik tgy, mintha a bal oldali méatrix els6 sora is egy vektor lenne, meg a felss
métrix els6 oszlopa is egy vektor, és ezt a kett6t skalarisan sszeszorozzuk). Az eredmény
a pirossal jelolt C, elem lesz:

Bmx Bxy Ba:z
gy:v gyy gyz
|£:| - |é . é:l - AI”I A”Ly A.’L’Z I Cj:j Zy b | ’ (62)
Ayw Ayy Ayz
Azx AZy AZZ L _
ahol

A kovetkez6 elem a Cy,, (piros), mely elemet az bal oldali matrix els6 soranak (zold) és a
fels6 matrix masodik oszlopanak (kék) Osszeszorzasabol kapjuk

[ BZI B:Ey sz i
Byx Byy Byz

_ _ B Bzx Bzy Bzz _

Cl=Aa-Bl=r, 4, 4.1 Tc . 1 (64)
Ayx Ayy Ayz
Azm Azy Azz L i
ahol

Cyy = Ay Byy + Ay Byy + Ay By, (65)

és igy tovabb. Két tenzor kozotti skalaris szorzas csak akkor végezhetd el, ha a szorzatban
a bal oldali tenzor oszlopainak a szama megegyezik a jobb oldali tenzor sorainak szamaval.
Egy tenzor esetében a méretét igy adjuk meg: (m x n), ahol m a sorok, n az oszlopok
szamét jeloli. Vagyis a skalaris szorzas akkor végezhetd el, ha egy (m X n) méreti tenzort
egy (n x k) méreti tenzorral szorzunk 6ssze, az eredmény pedig egy (m x k) méreti tenzor
lesz.

A .- B = C. (66)

(mxn) (nxk)  (mxk)

A fenti példaban egy (3 x 3) méretii tenzort szoroztunk Gssze egy ugyanekkora tenzorral,
igy az eredmény is egy (3 x 3) tenzor lett. Tovabbi tulajdonsag, hogy

) (nxk) (mxk) (kxn) (nxm) (kxm)

A - B=C — B'-A"=C". (67)
(mxn

Két tenzort a skalaris szorzasban altaldnos esetben nem is lehet felcserélni, mert nem
teljesiilne két tenzor Osszeszorzasanak feltétele. Ha megcseréljiik a két tenzort, a szorzés
feltétele csak akkor teljesiil, ha mindkét tenzor sorainak és oszlopainak szama megegyezik
(tehat mindketts (m x m) méretii), a szorzatuk eredménye ekkor is eltérs lesz

== )

(mxm) (mxm) (

A B+ B A (68)

) (mxm)

tehat a miivelet nem kommutativ. A tovabbiakban (m x m) méretd tenzorokkal foglalko-
zunk.
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Példa: Legyen adott az A és B tenzor. Hatarozzuk meg az A - B szorzatot, a B - A

szorzatot, illetve a ET . éT szorzatot!

2 -2 1 3 -1 0
A= 3 2 21|, Bl =] -2 -2 2 |. (69)
-1 =31 4 1 1

Amint latjuk, mindkét tenzor (3 x 3) méretd, igy minden szorzas, amit kijeloltiink, elvé-
gezhetd. Jeloljiik el C-vel az els6 szorzat eredményét. Irjuk le az A tenzort, majd téle
jobbra felfelé a B tenzort, hogy kialakuljon alattuk az eredménynek, azaz a C tenzor-
nak a méatrixa, majd végezziik el a miveletet a matrix szorzés szabélyainak megfelelgen

[hasznaljuk a (62), (63), (64), egyenleteket|

3 -1 0
2 —2 2
4 1 1
€] =[A-B] = 2 -2 1 14 3 -3 (70)
3 2 2 13 -5 6
1 -3 1 7 8 -5

Részletesebben, a C1; elemet ugy kapjuk, hogy az A tenzor els6 sorat megszorozzuk a
B tenzor els6 oszlopaval, majd a Cjz elem az A tenzor els§ soranak kombindcitja a B
tenzor mésodik oszlopéaval, és igy tovabb:

Cip=2-34(=2)-(=2)+1-4=14, (71a)
Cro=2-(=1)+(=2)-(=2)+1-1=3, (71b)
Ci3=2-04(=2)-2+41-1=-3, (71c)
Cop=3-342-(=2)+2-4=13, (71d)
Cpp=3-(=1)+2-(=2)+2-1=—5, (71e)
Cp3=3-0+2-242-1=6, (71f)
Cap = (—=1)-3+4(=3)-(=2)+1-4=1, (71g)
Cap = (=1)-(=1) + (=3) - (-2) +1-1=38, (71h)

Cs3=(-1)-0+(=3)-2+1-1=—5. (711)

Most hatarozzuk meg a D tenzort, mely a B - A szorzatot jelenti. Az eljaras ugyanaz,
mint az el6bb, de most mar egyméas mellé irjuk le a két tenzort, és utanuk az eredményt,

igy

3 -10 2 -2 1 3 -8 1
(D] =[B-Al=| -2 -2 2 3.2 2| =]-12 =6 —4|. (72
4 1 1] | -1 =31 10 -9 7

Jol latszik, hogy valoban nem kommutativ a szorzas, mivel teljesen mas a D tenzor
métrixa, mint a C tenzoré. Most hatérozzuk meg a BT - AT szorzatot! Ehhez elGszor
is képezziik a két tenzor transzponaltjat, vagyis mindketts esetében a tenzorok oszlopait
irjuk sorokba, igy

2 3 -1 3 -2 4
[AT] = —12 ; —13 ,  [B']= —01 —221 . (73)
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A keresett szorzat

3 2 4 2 3 —1 14 13 7
0o 2 1 1 2 1 -3 6 =5

tehat ha Osszevetjiik az eredményt a —es egyenlet eredményével, vagyis a C tenzorral,
akkor lathato, hogy valoban annak transzponéltja az eredmény.

2.6. Az egységtenzor

A tenzoralgebra egység eleme az egységtenzor (1), mellyel barmilyen tetsz6leges tenzort
vagy vektort skalarisan megszorozva magat a tenzort, vagy vektort kapjuk vissza.

A-1=1-A=4A, §-1=1-9=4. (75)

Az egységtenzor matrixa nagyon egyszeri felépitési, a f6atlojaban minden elem 1, a
mellékatlokban pedig minden eleme 0. Példaul egy (3 x 3) méretii egységtenzor a kovet-
kezGképp néz ki

0
0. (76)
1

1 00 Vg Uy
L-d]=1010]|]v |=]uv|. (77)
001 v, v,

vagy egy tenzorral megszorozva

100 A:L":E A:py sz Azz Azy A:pz
[% ) é} =10 10 Aye Ay Ay | = | A Ay Ay | (78)

2.7. Tenzor invertalasa

Egy tenzor inverzén azt a tenzort értjiik, mellyel az eredeti tenzort megszorozva az egy-
ségtenzort kapjuk eredményiil. Jele a tenzor fels§ indexébe irt —1. Tehat egy tetszGleges
A tenzor inverzén az é’l tenzort értjilk

A_quéq_

[~

~1 (79)

Egy tenzor inverzét pedig az invertalds miveletével kapjuk meg. Elsé 1épésként meg kell
hatérozni a tenzor minden eleméhez tartozéd aldeterminans értékét. Egy (3 x 3) méreti
tenzor esetében, melynek 9 eleme van, 6sszesen 9 ilyen aldeterminans képezhets. Képezziik
a (3 x 3) méretd A matrix 1l-es eleméhez tartozo aldeterminéanst (jelolje M,, ennek
az aldeterminansnak az értékét). Ehhez azt kell tenniink, hogy kivalasztjuk az eredeti
tenzor 11-es elemét (z6ld), a sorat és oszlopat tordljik (kék), majd a megmarado6 (2 x 2)
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meéretl determinans (fekete) értékét meghatéarozzuk (f6atlobeli elemek szorzata minusz a
mellékatlobeli elemek szorzata)

[é] = | Ap Ay Ay - My = ‘ Ayy
Azx Azy Azz i

AZ/Z —
A= Awds - A

Yyy+ +zz

Ay (80)

Ugyanezt a logikat kovetve a maradék nyolc elemhez tartoz6 aldeterminanst is ki kell
szamolni, itt csak egy tovabbit ismertetiink

A Ay A

zx 1 Tz A ) A ]

[é] = Ayz Ayy Ayz — Mxy = ’ Ay Ay
Azx Azy Azz zT z

= Ay A, — ALA,..  (81)

I

Az igy el6allt kilenc aldeterminansbol elallithato az M tenzor, mely a kovetkezs

Mx:c Mxy M:):z
(M] = | My My, M, |. (82)
M., sz M.,

Ebbdl kell képezni az tn. adjungalt tenzort (az eredeti A tenzor adjungaltjat). Vessziik
az M tenzor transzponaltjat, majd a sakktablaszabaly alapjan a megfelel§ elemeket egy
negativ elgjellel megszorozzuk (bal fels§ elemtd] haladunk sorban, és ennek megfelelGen
+ elGjellel kezdve felviltva kapnak az elemek + és — elGjelet, a sorok végén a kdvetkezd
sor elejére ugrunk, és folytatjuk a sormintat)

M:m: _Mym sz
adjA= | —M,, M,, M, |. (83)
sz _Myz Mzz

Tehét jol lathato, hogy transzponaltuk az M tenzort, és 4 elem negativ elGjelet kapott.

Az adjungalt segitségével kapjuk az inverz tenzort a kévetkezd képlet segitségével
A—l — ad*]é

= det A

(84)

Altalanos esetben egy tenzor inverze NEM egyezik meg a transzponéaltjavall
Példa: Adott a T tenzor. Hatarozzuk meg az inverzét!

T|=|-53 4 |. (85)
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Ehhez elGszor is képezziik az elemekhez tartozo aldeterminansokat a fent leirt modon:

My=| o ‘ _ 68— —14, (86a)
My = _25 _42 ‘:10—8:2, (86b)
Mg = _25 g =—10 -6 = —16, (86¢)
L N i ) (86d)
My = g _02 =18 — 0= —18, (86¢)
My = ;‘:18—4:14, (86f)
My =| 2‘:8—0:8, (86g)
Msy = _95 Z ‘:36—0:36, (86h)
Mss = _95 g ‘ =27+ 10 = 37. (861)

Igy az aldeterminansok M tenzora a kovetkezd alakot olti

14 2 —16
M]=| —4 —18 14 |. (87)
8 36 37

Ezt a tenzort transzponéljuk, és a megfelel§ elemeket megszorozzuk —1-gyel ugyanugy,
mint az (83)) egyenletnél is lathato

My, —My My —14 4 8
[adiT] = | —Miz My —My | =| —2 —18 —36 |. (88)
M —Msos  Mss —-16 —-14 37

Hatérozzuk meg a T' tenzor determindnsat is (javasoljuk az els6 sor szerinti kifejtést)

9 2 0
det'=| -5 3 4 |=
2 2 =2 (89)
=9-[3-(=2)—2-4]-2-[(=5)-(-2) —2-4]4+0-(...) = —130.
14 2
Igy fel tudjuk irni a 271 tenzort
—-14 4 8
T = ﬁadjg— —% -2 —18 =36 |. (90)
= —-16 —14 37
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Tehat az adjungalt tenzor minden elemét el kell osztani 130-cal. Az egyszeriibb és ponto-
sabb szamolas kedvéért ilyen forméban hagyjuk az inverz tenzort. Jol latszik, hogy ez a
tenzor nem egyezik meg az eredeti tenzor transzponaltjaval. Ellendrizziik le, hogy valéban
ez az inverz tenzor

1 9 2 0 ~14 4 8
g-g—l}z—m - 4 -2 —18 =36 | =
2 2 -2 —16 —14 37
[ —9-14-2-2-0-16 9:4—2-18—0-14 9-8—-2-36+0-37 ]
130 0 0
1 | 5.14-2.3-4-16 —5-4—3-18—4-14 —5-8—-3-36+4-37 | _
130 0 130 0 B
—2-14—-2-2+2-16 2-4—2-1842-14 2-8-2-36—2-37
i 0 0 130 |

100
=101 0]|=[1.
00 1
(91)

Vagyis az eredeti T tenzort megszorozva egyszeresen skaldrisan az inverz 2—1 tenzorral
egységtenzort kaptunk eredményiil, tehéat jol hataroztuk meg az inverz tenzort.

2.8. Ortogonalis tenzor

Egy tenzort ortogonéalisnak neveziink, ha a tenzor transzponaltja megegyezik az inverzével,
vagyis éT = é_l s igy A- éT =1
Példa: Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi tenzor valéban ortogonélis-e!

1 9 8B
2 2
B]=| 0 1 0 (92)
3
oy
Képezziik a tenzor transzponaltjat
1 3
. s 0 —%
BT]=| 0 1 0 [, (93)
V3 g 1
2 2
majd ezt szorozzuk meg skalérisan az eredeti B tenzorral
1 3 1 3
50 % ;0 =g
[B-B'|=| 0 1 0 01 0 |=
o V3 1 V3 1
-5 0 3 2 0 3
2 3 3 3 3
B+ () 0 drr0s0f ey
=] 0-34+1-040-%2 0.0+1-140-0 —0-L4+1.04+0-1|= (94
9 2
PPy 0 geros0g () ()
1 00
=101 0|=[1],
0 01
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tehat a vizsgalt B tenzor ortogonélis. Gyakorlasként az el6z6 alfejezetben targyalt modon
allitsuk el6 a B ~!inverz tenzort. Ennek meg kell egyeznie az eredeti tenzor transzponalt-
javal.

2.9. Sajatértékprobléma

Egy tenzor sajatértékproblémajan a kovetkezé feladatot értjiik

A% = \b. (95)

Ha talalhato olyan A érték és w vektor, melyre ez az egyenlet fennéall, akkor A a tenzor un.
sajatértéke vagy féértéke és a hozza tartozo w vektor a tenzor sajatvektora vagy féiranya.
Ha a tenzort attranszformaljuk a sajatvektorok koordinata-rendszerébe, akkor a tenzor
diagonélissé valik, vagyis csak a féatlojaban szerepelhetnek zérustol kiilonbozd értékek
(ezek pedig épp a sajatértékek), a mellékatlokban minden elem értéke 0. Ha a w vektort
megszorozzuk az egységtenzorral, magat a w vektort kapjuk vissza, vagyis mintha nem
tortént volna semmi. Tegylik ezt meg az egyenlet jobb oldalaval

A -w=\1 . (96)

Rendezziik az egyenletet O-ra, majd emeljiik ki a w vektort

Aw-N-©%=0 — [A-)] -w=0. (97)

Ez az egyenlet igy egy szorzat lett. Szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0. A trivialis
megoldéas az, ha a w vektor épp 0 vektor lenne. Mi az ettdl eltéré megoldasokat keressiik,
vagyis amikor az egyiitthaté matrix determinénsa 0, azaz

Avo — A Agy Az
det[A—M]=| A, A,-X A, |=
A Ay A=A (98)
(Amc - )‘) [(Ayy - >‘) (Azz - )‘) - AzyAyz] - Axy [Aya: (Azz - )‘) - Aza:Ayz] +
+Aps [AyeAsy — Asp (Ayy — )] = 0.

Részletes kifejtés utan, illetve megszorozva az egyenletet —1-gyel a kovetkezé harmadfokt
egyenletet kapjuk A-ra nézve

A — AN 4 A\ — Ay = 0, (99)

ahol Aj, Ay és Aq az A tenzor elsé, masodik és harmadik skalaris invariansai (skalaris,
mert skalar értékiik van, és invarians, mert barmely koordinata-rendszerben irjuk is fel
a tenzort, az értékiik nem valtozik). Kiszamitasi modjuk az részletes kifejtésével
lathato, és a kdvetkez6 modon torténik

A=A +A,+ A, (100)
azaz az elsé skalaris invaridns a tenzor féatlobeli elemeinek Gsszege,

Amc Axy

: 101
Ayﬂv Ayy ( )

AII:’

Axx AIZ
AZ{L‘ AZZ

Ayy Ayz
Azy Azz
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vagyis a féatlobeli elemekhez tartozo aldeterminansok Osszege, valamint
AIH = det é, (102)

tehat a harmadik skaldris invaridns pedig az A tenzor determindnsa. A egyenletet
megoldva A-ra harom gyokot kapunk, melyek A; > Ay > A3 (megallapodas, hogy a gyokok
koziil a legnagyobb az elss, a kozépsé a masodik és a legkisebb a harmadik sajatérték).
Miutan a sajatértékek megvannak, a sajatvektorokat is meg kell hatarozni. Ehhez elGszor
is visszahelyettesitjiik A\j-et az (97) egyenletbe. Az ehhez tartozd w; vektor lesz az el-
s6 foirany. Igy kialakul egy harom egyenletbdl allo harom ismeretlenes egyenletrendszer
w; harom koordinatajara nézve. Ezek az egyenletek nem lesznek egymastol fiiggetlenek,
ezért csak két koordinatat lehet beléliik kifejezni, mint a 3. fiiggvényét. Igy kellene még
egy egyenlet, ehhez pedig feltessziik, hogy a sajatvektorok legyenek egyuttal egységnyi
hosszisaguak, vagyis alljon fenn, hogy

\/wfm +wi, +wi, = 1. (103)

Igy méar meghatarozhaté mind a 3 koordinata. Ugyanigy jarunk el, amikor a w0, sajatvek-
tort akarjuk meghatérozni, vagyis Ao-t behelyettesitjik a (97) egyenletbe, ismét kapunk
egy harom egyenletbdl 4llo, harom ismeretlenes egyenletet, és ismét sziikségiink van még
egy egyenletre

\/ng +wd, = 1, (104)

Ebbd&l meghatarozhato ws is. Hasonlo moédon meghatarozhaté a ws is, de a firanyok
esetében fennall, hogy 6k szintén egy egymaésra kolcsénosen merdleges, jobbsodrést rend-
szert alkotnak, vagyis fenn kell alljon, hogy w; x wy = w3. Ez utébbi egyenlettel a 3.
fsiranyt gyorsabban el lehet allitani. Igy az A tenzor matrixa DDKR-ben és a féiranyok
koordinata-rendszerében is felirhato: o

sz Azy sz )\1 0 0
[é} = | Ay Ay Ay - [é} =1 0 X 0 [. (105)
(z,y,2) A Ay Al (W1, o,3) 0 0 X

Példa: Adott a C' tenzor az xyz koordindta-rendszerben. Hatarozzuk meg a sajatértékeit
és sajatvektorait!

—20 30 0
C] =] 30 60 0O |. (106)
(@.9.2) 0 0 100

A sajatértékprobléma (97)) alatti megfogalmazasat kell felhasznalni, értelemszerten most
a C tenzorral, vagyis

[C —M]-w = 0. (107)

Ezutén lehetne egybdl a karakterisztikus egyenletbe beirni a skalaris invaridnsokat,
majd megoldani a harmadfoki egyenletet. Azonban célszerd az egyiitthatdé matrix de-
terminansit megvizsgalni, mert el6fordulhat, hogy egyszertibb megoldasra vezet, mint a
harmadfoku egyenlet megoldésa. Nézziik az egyiitthatdé méatrix, azaz a [g — )\g tenzor

21



determinansat

20— A 30 0
det|C—Al|=| 30 60—\ 0 =
0 0 100— A (108)

= (100 — \) [(=20 — X\)(60 — X) — 30°] = 0.

A determinanst az utolso sora szerint fejtettiik ki, igy pedig kaptunk egy kéttagu szorzatot.
Szorzat akkor 0 ha valamelyik tényezGje 0. Azaz az alabbi két egyenletet kapjuk

100 = A =0,

(—20 — A)(60 — A) — 900 = 0. (109)

Az els6 egyenletbdl latjuk, hogy az egyik gyok A = 100, a masik két gyok a masodik
egyenletbdl szamithato ki. Ha a zardjeles tagokat Osszeszorozzuk, és Osszevonjuk 6ket,
akkor egy masodfoki egyenletet kapunk A-ra, tehat

—20 - 60 + 20\ — 60X + A% — 900 = 0,

110
A% — 40X — 2100 = 0. (110)
A masodfoku egyenlet megoldoképlete alapjan
40 + /402 +4 -1 - 2100
Ao 0EV ; :{ - (111)

gy meg is hataroztuk a 3 db sajatértéket, melyek igy (a csokkend sorrend szerinti meg-
allapodés miatt):
A1 = 100; Ao = T0; A3 = —30. (112)

Vagyis a C tenzor a sajatvektorok koordindta-rendszerében felirva

A 00 100 0 0
C] =10 X 0|=|0 70 0 |. (113)
(@1,@2,@3) 0 0 X 0 0 =30

A kovetkezd lépés, hogy meghatarozzuk a sajatvektorokat. A (107) egyenletbe visszahe-
lyettesitjiik A\i-et, és igy az egyenletben megjelend sajatvektor a w; lesz, azaz

[C — \i1] - w, =0, (114)

ahol W, = w,€, + w1, €, + w;,€,, melynek mindharom koordinatéja ismeretlen. Minden
mas ismert, igy be tudjuk helyettesiteni

—20—-100 30 0 Wiy 0
30 60 — 100 0 wy | =0]. (115)
0 0 100 — 100 | | wy. 0

A bal oldalon &ll6 egyiitthaté métrix és a vektor szorzatat a métrixszorzas szabéalyainak
megfelelGen kell elvégezni (els6 sort a vektor oszlopaval, méasodik sort a vektor oszlopaval és
a harmadik sort is a vektor oszlopéaval kell 6sszeszorozni), igy pedig a kapott 3 koordinéta
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az egyenlet jobb oldalan allo 0 vektor 3 koordinatajaval kell megegyezzen, igy kapunk 3
egyenletet 3 ismeretlennel

—120?1)136 + 30w1y + Owlz = 0,
30w1x — 40w1y + Owlz = 07 (116)
Owlx + Owly + Owlz = 0.

Az utolsé egyenlet azonosség, a koordinatak barmilyen értékére teljesiil. Az els6 egyenletet
elosztjuk 30-cal, atrendezve kapjuk:

Wiy = 411)136. (117)
A masodik egyenletet osztjuk 10-zel, és szintén atrendezziik
4U)1y == Swlx. (1].8)

Ha a eredményt behelyettesitjiik —ba, akkor kapjuk, hogy 16wy, = 3wy,. Ez
az egyenlet csak akkor teljestil, ha w;, = 0, ebbdl pedig kovetkezik, hogy wy, = 0. Igy
lényegében azt kaptuk, hogy csak a w, értéke lehet tetszéleges. Tehat tovabbra is fennéll,
hogy nem tudtunk minden koordinatat egyértelmien meghatérozni. Ehhez jon még hozza
az a feltevésiink, hogy a sajatvektor hossza legyen egységnyi . Ha behelyettesitjiik a
egyenletbe a kapott eredményeket, kapjuk

Jwi=1 — w,=1 (119)

(Elvileg megoldés lenne a wy, = —1 is, de mivel az irdny meghatarozéasa a lényeg, ezért
célszert kivalasztani csak az egyik megoldast, a mésik ugyanezen vektor ellentettje lenne.)
Igy tehat az els6 fGirany sajatvektora: @, = €,. Vagyis a C tenzor elsé fsiranya egybeesik
a z tengellyel. (Megjegyzés: a C tenzor utolsé sordt és oszlopdt mequizsgdlva lathatjuk,
hogy a 83-as elem, vagyis a C,, elem sordban és oszlopdban is 0-dk szerepelnek, ebbdl mdr
lehet tudni, hogy a C., sajdtérték lesz, csak azt nem lehet eldre tudni, hogy melyik. Ebbdl
kovetkezik, hogy az elemhez tartozd irdany, vagyis az €, is fOirdny, vagy sajdtvektor lesz.
Mindkettot bebizonyitottuk a sajatérték-feladat megolddsdval, de csak ezutan tudtuk meg,
hogy a hdrombdl melyik sajdatérték a C,, és igy melyik sajatvektor az €,.)

Most szamitsuk ki a Ay sajatértékhez tartozo w, sajatvektort. Az eljaras ugyanaz,
mint az el6bb, behelyettesitjiik Ao-t —be

[C — \ol] -, = 0. (120)

Itt Wy = wo, €, + Wy €, + Wo,€,, minden mas mennyiség ismert. Igy

—20—70 30 0 Wag 0
30 60—70 0 way | =10, (121)
0 0 100—70 | | wa. 0

mely alapjan djabb 3 db egyenletet tudunk felirni

—90w2x + 3Ow2y + O’LUQZ = 0,
30w, — 10wy, + Ows, = 0, (122)
Oway + Owsy + 30wo, = 0.
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A harmadik egyenlet csak akkor teljesiil, ha wy, = 0. A masik két egyenletet ha megnéz-
ziik, az latszik, hogy az els6 egyenletet ha elosztjuk —3-mal, a masodik egyenletet kapjuk.
Ez azt jelenti, hogy a két egyenlet nem fiiggetlen egymastol, tehat csak a két koordi-
nata kozotti kapcsolatot tudjuk felirni, a konkrét értékiiket nem. Ha példéul a mésodik
egyenletet atrendezziik (ismétlem, ugyanez jon ki az elsébdl is)

wgy

3wy, = Way — 3= . (123)
Wy

Ismét azt mondjuk, hogy legyen a ws vektor egységvektor. Felhasznalva az el6z§ ((123))
egyenletet, illetve, hogy wy, =0

1
1= \/ng + w3, = \/wggc + (3w, )? = 1/ 10w3, — Wy = T~ 0,316. (124)

Ezt visszairva a ((123) egyenletbe kapjuk

3
Woy = 3Way = \/—1_0 = 0,949. (125)

Ismét csak a pozitiv gyokkel foglalkoztunk, ez mar elegendd az irany kijeloléséhez. Igy a
masodik féirany, vagy sajatvektor

Wy = 0,316€, + 0,949€,. (126)

Ugyanigy eljarva a harmadik f6iranyt is meg lehet hatarozni, de itt mar célszeri kiindulni
abbol, hogy a harom fGirany egymasra kolcsonosen merdleges, jobbsodrasu koordinata-
rendszert alkot ugyanigy, mint az €,, €,, €, vektorharmas, igy irhato

Wy = W) X Wy = (&.) x (0,316€, + 0,949€,) = 0,316&, — 0,949€,. (127)

Ellenérizve az eredményeket, az els6 {6irdny épp a z tengely irdnyaba mutat, igy ha a
masik kettG erre meréleges kell legyen, akkor csak az xy sikban helyezkedhetnek el. Jo6l
latszik, hogy a 2-es és 3-as sajatvektornak is csak x és y koordinataja tér el zérustol,
tehat valoban az xy sikban helyezkednek el. Koordinatasikban pedig két vektor akkor
merdleges egymasra, ha az egyik vektor koordinatait megeseréljiik, és az egyik koordinata
elgjelét megvaltoztatjuk. Ez is teljesiil a 2-es és 3-as sajatvektorok kozott. Szemléltettiik
a féiranyokat a |§| abran. Osszefoglalva tehat a C tenzor sajatértékei és sajatvektorai:

A =100, Ao =70, X;=—30,
w; = €.,
Wy = 0,316€, + 0,949€,,
W3 = —0,949€, + 0,316€,.

(128)

A [6] dbran lathato, hogy a w, vektor x tengellyel bezart szoge . Ezt a szoget a vektor
y és x koordinatainak hanyadosabol is ki lehet szdmitani

tana = 2 — 3, (129)

Way
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6. abra. A C tenzor sajatvektorainak szemléltetése.

mely hanyadost mar felirtuk a egyenletnél is. Ez alapjan a szdg o = 71,57°. Ennek
a szognek a segitségével is meg lehet hatarozni a masodik sajatvektort. Megint abbol
kiindulva, hogy a vektor egységnyi hosszisagu, egyuttal a két koordinata és a vektor egy
derékszogi haromszoget alkot @ abran wsy vektor és a pirossal jelolt oldalak mutatjak a
haromszoget), melyben a ws, koordinata a szog melletti oldal, a wy, koordinata pedig a
szoggel szemkozti oldal, irhato

Wy = 1-cos71,57°€, + 1 -sin71,57°€, = 0,316€, + 0,949€,,. (130)

Tehat geometriai ismereteinket is felhasznélva a (123)) egyenletbdl ilyen modon is megha-
tarozhatjuk a mésodik sajatvektort.

2.10. Tenzorok kétszeres skalaris szorzasa

Két tenzor kétszeres skalaris szorzasanak eredménye egy skalér szam lesz. Ezt a mtiveletet
a vektorok kozott értelmezett skalar szorzés mintéjara kell elvégezni, vagyis az azonos
pozicidban 1év6 elemeket Gsszeszorozzuk, a szorzatokat pedig dsszeadjuk

131
_'_AyyByy + Ayszz + Aszz:E + Azszy + Azszz = A ( )
Példa: Hatarozzuk meg az A és B tenzorok kétszeres skaldris szorzatét:
3 -2 0 4 0 12
[A]=]|1 4 -1, [B]=] 2 3 —2]. (132)
3 =5 0 -4 2 7
A (131)) egyenletben szerepld definicié szerint irhatjuk
A -B=3-44(-2)-0+0-124+1-2+4-3+(=1)-(=2)+ (133)

+3-(=4)+(=5)-240-7=6.
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