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2. Alakvaltozasi allapot

Elmozdulasi allapot

terhelt

Kezdeti konfiguracio, vagyis a terhelés elétti jellemzék: PO, 7%, A°, V0.
Pillanatnyi konfiguracio, vagyis a terhelt allapot jellemzdi: P, F, A, V.
Az elmozdulas: &, F = F° + i

U= Uuéyx+ véy + WEz = UxEx + Uy6y + UzE;



2. Alakvaltozasi allapot

Elemei kérnyezet: a pont olyan kis kdrnyezete, amelyben a mechanikai jellemzék véges szamu
adattal megadhatok, és a hely lineéris fliggvényei. Pl.:

elemi kocka elemi gomb elemi triéder

Két erérendszer egyenértéki, ha ugyanazt az alakvaltozast hozzak létre.



2. Alakvaltozasi allapot

Alakvaltozas 1D-ben: vonalelem, elemi ivhossz

) dz® kezdeti da?
G

20
y dz dz
It —

N x

alakvaltozott (terhelt) u(z)
u(z® + da)

elmozdulds: U = uéx, u = u(x°)
differenciélis elmozdulés: du = u(x® + dx®) — u(x°)
abra alapjan:
u(x®) + dx = dx® + u(x® + dx°)

dx —dx® =du; dx® >0, dx >0
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2. Alakvaltozasi allapot

Alakvaltozasok:
— Volanelem arany:

0 > 1 nyulas
NI T
dx dx dx < 1 révidilés
— Fajlagos nyulasok:
@ kezdeti hosszra vonatkozd (mérndki)
dx—dx% du
()
=2 7 = =\
c dx0 dx0
@ terhelt hosszra vonatkoz6 (valédi)
dx —dx? du 1
Ee=—-— =" =1—-—=
dx dx A

@ Lagrange-féle

_lag _ 1(dx)? — (dx°)? _ 12dx°du+ (du)® _ du 1 /du
T2 dx0)2 T2 dx0)2 T dx0 2 \dx0
(dx?) (dx)
1 1 1

=2 - =_(A2 -1
2 2~ 2l )

2 1 5
A1 (A-1)2 =
) =a-t300)



2. Alakvaltozasi allapot

@ Euler-féle

eu _ 1(9)2—(dx°)? _ 12dx%du+(du)? _1du 1 (@)2 _
2 (dx)2 2 (dx)?2 Adx 2 \dx

SO I WU U S N Y P R ae1(-5)
T A 2 A X A2 2 A) 2 2x 2 A2
@ Hencky-féle (logaritmikus)
€99 — In )

Kis alakvaltozas: ha ;7’{) =~ g—)‘j hanyados nagysagrendije jéval kisebb, mint 1 (103 vagy ettél

kisebb nagysagrend)

kévetkezmény: dx% ~ dx = x0 =~ x

Ekkor a fajlagos nydlasok: €0 ~ ¢ ~ L9 ~ ¢BUl ~ £log

tehat csak egyetlen fajlagos nylast szamitunk ilyenkor: & &~ (;’7’{) =%



|
2. Alakvaltozasi allapot

Alakvatozas 2D-ben

Mozgastorvény:

Az anyagi vonalak (x0, y©) érintéi:

.o _oF . 0P i _ O o
ST T ST Y Tap T 9T o

— dr
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2. Alakvaltozasi allapot

Alakvaltozasi gradiens

- 8? %0 8! 0o _ or /. -0 or /. 20\ _
0= oty 9 s 9 = s (698 s (897 -
&-dr? eydr
or -0 8? N -0 8? N 8? N -0
(80 >~dr +(8—yooey)-dr:(ﬁoex-s-a—yooey)-dr

tehat a kezdeti és a terhelt allapot koz6tti kapcsolatot az alakvaltozasi gradiens tenzor (F) irja le:

dF = F-dP°
F_ or ,  OF
:7Woe ayooeyfgxoex—l—gyoey

mas szavakkal az alakvaltozasi gradiens tenzor a kezdeti allapot anyagi vonalainak érint6
egységvektoraihoz a terhelt allapot anyagi vonalainak érintd vektorat rendeli hozza

o 0 L 0 L "
E:ro(ﬁex—&-a—yoey):rovo



2. Alakvaltozasi allapot

Beirva az alakvaltozasi gradiensbe az F = F° + i felbontast:

E:(F0+ﬁ)OVOZFOOVO+170V0:1+170VO:1+Q
- —— =\ = = =
1 v
Itt U az Un. elmozdulasi gradiens tenzor. Matrixosan kifejtve:
X o e
Ezrovoz{ } o o :[a@xy ay}
H-fev)-[5 ]l #1-[% %

SRIEEINE S IRERIN
yo ox0 ay° ay° ay° 0 1 =

ox0  By0
CRCUEHIEEIEE A 4
X0 By0

Specidlis eset: g, = F - €, §, = F - €. Ebbdl 4ltalanositva kdvetkezik barmely tetszéleges n
anyagi vonalra nézve, hogy: g, = F - én.

[mll™



2. Alakvaltozasi allapot

jvelem valtozasa:

a4 é g dr
PO ¢ r :

S
d° = ds°&®; dF =dsé; |&° =8 =1
g=F &
df = F-d° = F-ds%&” = ds’F - &°
E E E

g
dF = ds’g
ds "

dF| = ds'lg| =ds = <% =g

o =ldl=\d = /gTg= /& FT-F &
IV. eléadas 2019. mércius 25.
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2. Alakvaltozasi allapot

Specialis eset:

=8 — M=|G,=1/8 F -F.&
-0 - — —
&€=86 — MN=Ig|=,/é F F-§
Altalanosan tehat:
&=6, - X =1§,/=+/6-F -F-&,

Alakvaltozasi mértékek:
@ fajlagos nyulasok (mint 1D-ben):

— ds0 _dc0
OZM:)\,L s:ﬁ:1f

1
¢ ds? ds \

2 2
ELagzlwzl(Azfﬂ EEuI_1w 1(17l>
2 (d30)2 2 2

€99 = In A



2. Alakvaltozasi allapot

@ szogtorzulas:

Terhelés eltt a két anyagi vonal (£0, 1°) altal bezart sz6g 5. Terhelés utan: ¥mn = 9pm. A
szdgtorzulas:

™
Ymn = = — Umn

2
Kiszamitasa a két vektor skalaris szorzata alapjan:

-

gm gn m . em F'-F. en

CoSImn = =cos (= — = sin = =
m = igemg, ~ (g —om) = ”"’"( Amn



2. Alakvaltozasi allapot

Kis alakvaltozasok esetén:

6[] 87[" ~ iﬁ ~ @ << 1

ax0| " ayd| T | ox ay
kovetkezmény:

éx ~dg,, ds~ds’; viavVv

T~£z (l+Voﬁ) <l+ﬁov> :l—i—ﬁoV—l—Voﬁ—&—(Voﬁ)-(ﬁoV)
2A ~0

FlE=1424 = A= (ioV+Veoi)

N =



2. Alakvaltozasi allapot

Alakvaltozasi jellemzdk, kis alakvaltozasok esetén:

)‘%:én'i-r'

1T

-€r=6€n-1-8é,+26ér-A-ép
@ fajlagos nyulas:

@ szogtorzulas:
én-F'-F-&,

Ymn = SiNYmn = ij;
>\m)\n7mn:ém'£-r'£'én

(1 +em)(A +en)ymn =€m-1-€n+26m-A-€p
N e’ _ =

~1 0

o
Il

S

x>
o
3

’Ymn=2§m'é'én vagy E’Ymnzém'é' n=&n-
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2. Alakvaltozasi allapot

Az alakvaltozasi gradiens (F) és az elmozdulasi gradiens (U) tenzorok additiv felbontasa:

F=1+U U=iioV

Uu=u_+u

=sz —asz

A=U =_(U+U")= 1(ﬁo V + Vo U) : alakvaltozasi tenzor
ST Se 2= 2

1
— — T LS LT, DA SR -
v=U,_,= 2(g U= 2(UOV Vo ) : forgasi tenzor

A d° vonalelem mozgasa:

dF=F-dF° =(1+U)-df’ = 1-dF° + A-dP +w.df°
= ==
merevtestszer(i eltolédas  alakvaltozas forgas

Kis alakvaltozasok esetén kis forgasok Iépnek fel (W minden eleme << 1). Képezhetd a forgas
tenzor vektorinvariansa (minden aszimmetrikus tenzor esetén képezhetd), melyre igaz:

W dF’ =4 x dF°

ahol 4 a forgasvektor.



2. Alakvaltozasi allapot

Alakvéltozas 3D-ben:




2. Alakvaltozasi allapot

Az alakvaltozasi mértékek meghatarozasa ugyanugy térténik, mint 2D-ben:

@ vonalelem arany:
An=1Gnl = \/8n-ET-F - &

n

@ fajlagos nyulasok:

ds — ds? ds — ds? 1
c ds® ' c ds A
ds? — (ds%)® 1 ds? — (ds®)® 1 1
ELag:7:7<)\2_1>_ aEuI:7:7(1_7)_
(ds°)2 2 ' ds? 2 a2 )’
€9 =Inx

@ fajlagos szdgtorzulas
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2. Alakvaltozasi allapot

Kis alakvaltozasok esete, linearizalt formulak:

[u] — | v [ o o 8 ]_ ov. ov  ov
=| ox oy o0z - ox oy oz
w ow  dw 9w

ox oy oz

Kis alakvaltozasrdl beszéllnk, ha U minden eleme joval kisebb nagysagrendd, mint 1. Ekkor
érvényes:

A=U: v=U
= =sz —= —asz
Alakvaltozas xyz koordinata-rendszerben:
ex = 6 A €x
En:énéén — Ey:éy'é éy
€z = éz -A- éz
1 2Vxy = €x A €y
E’Ymn =éem-A-én — 5Yyz = €y é ez
57V2x = €7 A- €



2. Alakvaltozasi allapot
Az alakvaltozéasi tenzor matrixa xyz koordinata-rendszerben:
Ex %’ny %’sz

1
[é] I - G-
2 Y2x %’Yzy gz

Az additiv felbontas (é =1 (g + gT)> miatt az alabbi kinematikai egyenletek fogalmazhatéak

meg:
ou ov ow
5x:aF 5y:@§ 5225
ou ov ou  ow ov  ow
’ny:’yyx:@"ra; ’sz:’sz:E'f'a; ’sz:’Yzy:E‘Faiy
Szemléltetés:

2019. marcius 25.
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3. Feszlltségi allapot

A feszlltségvektor értelmezése: részekre bontott test

Feszultsegvektor a bels6 erérendszer surusegvektora P, mértékegysége: 1 % 1 Pa.
Altalanosan: p = p(P, i), P-t régzitve: p = p(A) =



3. Feszlltségi allapot

Fesziiltségallapot: a ponton atfektethetd normalisokon ébredd feszlltségvektorok 6sszessége.
Felbontasa: p, = &n + Tn

Normalfeszlltség:

> 0 hazé

< 0 nyomé
Csusztato6 fesziltség:

Tehéat az i, m, I bazisban a feszltségvektor: B, = onh + TmnM + 7l
IV. eldadas 2019. marcius 25.  21/28



3. Feszlltségi allapot

Fesziiltségtenzor:
elemi tetraéder egyenstulya:

n = nxéx + nyéy + n;é;
Az Ap felllet terlletvektoranak képzése:

1

AHZE(FabXFaC) Az
Bin =} (b8, — a8) x (08: — a8) =
= % (bcéx + acéy + abe:)

Ap = A8y + A8y + A8, = Anii; || =1

1 . 1 1
Ax = Ebc = Ann-€éx = Annx, Ay = 5ac: Anny; Az = 5ab = Annz



3. Feszlltségi allapot

Egyensuly:
/ﬁ,XdA+/ﬁ,ydA+/ﬁ,ZdA+/ﬁndA+/qu:6
Ax Ay Az An v

Példaul:

/ﬁ,ydA =— /ﬁydA = —P,(Sy) Ay =-b,(S)Any y-ox—2z
N——

Ay Ay stlypontban véve

o N o o - JAnph
[ BioA=Bysan [ ddv=a©)V = a7
An %

Mivel elemi kdrnyezetrdl van sz6, ezért:
h— 0, de i = all.

Sx,S8y,Sz,5,,S—=P, V—=0



3. Feszlltségi allapot

" . - o . JAnh <
=Py (Sx)Annx — B, (Sy)Anny — P;(Sz)Annz + —Pp(Sn)An + Q(S)% =0

Figyelembe véve a hatarértékeket, egyszerisités utan P-ben:
ﬁn = ﬁan + ﬁyn}’ + ﬁznz

Példaul:
Pynx = Py(€x - N) = (Py o &) - N

igy

By = (Byo&+P,oby+P,08) fi=T-ii

Ez az 4n. Cauchy-tétel, ahol T a P pontbeli feszlltségi tenzor



3. Feszlltségi allapot

Szemléltetés az xyz koordinata-rendszerben az elemi kockan:

A Cauchy-tétel alapjan:

ﬁx = Uxéx + Tyxéy + széz

ﬁy = Txy€x + 0y €y + T2/€;

ﬁz = széx + Tyzéy + CTzé)z

2019. marcius 25.
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3. Feszlltségi allapot

A feszlltségi tenzor matrixa:

— —

[I] - [ ﬁx py P: ]
1] - [ v ]
Tzx  Tzy Oz

Tetsz6leges i iranyhoz tartozo fesz(iltségi koordinatak meghatéarozasa T alapjan:

-n

~

,=n-T

R

on=~n-

—

Tmn:ﬁ].pn:ﬁ). ﬁ

~
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3. Feszlltségi allapot

Az elemi kocka egyensulya alapjan:

K AO:
My=ary —ar:=0 = 7z=1zy
Tyz
—
Az
elemi kocka tetszdlegesen allhat, tetszbleges Tay -
i, m,  bazisban, tehat altalanositva !
is igaz, hogy Tmn = 7am. Kdvetkezmény:
. >
l = lT 77—112 y
vagyis a fesziltségi tenzor szimmetrikus. vy—0.
a
Tmn=m-p,=m-T-A=n-T-m
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3. Feszlltségi allapot

A fesziiltségi tenzor fétengelyproblémaja: ha a fesziltségi tenzorhoz talalhat6 egy olyan &
vektor, melyre teljesiil az alabbi sajatérték-feladat, hogy:

T.-é=o0¢é &,
akkor az @ vektor a feszilltségi
tenzor sajatvektora vagy féiranya, a hozza I3
tartoz6 o érték pedig az un. féfesziltség.
Bizonyithatd, hogy minden fesziltségi
tenzorhoz talalhat6 3 egymasra kélcséndsen
merdleges, jobbsodrasu rendszert alkotd
féirany, és 3 féfesziltség. A féfesziltségeket &y
o1, o2, og-mal jeloljik, megallapodas
szerint: oy > o2 > o3. A fofeszilltségekhez
tartozé féiranyokat pedig &y, s,

02

€;-mal jeldljik. A fesziltségi tenzor matrixa o
a fétengelyek koordinata-rendszerében: é
g1 0 0
[ l] -l 0 o O
(1,2,3) 0 0 o3

Ha a féfeszilltségek koziil egy/ketté/harom nem zérus értékd, akkor a feszlltségallapotot
egy/ketté/harom tengelylinek nevezziik.



